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Informations concernant l'unité

Signaux et Systéemes SES
Prof. F. Mudry

Objectifs A Dlissue de cette unité d’enseignement, I’étudiant sera en mesure de :

1.

S O W N

Evaluer les caractéristiques et les réponses temporelles d’un systéme analogique li-
néaire ou non.

Décrire le comportement des systémes contre-réactionnés.

Maitriser les séries de Fourier : représentations spectrales et calcul de la puissance.
Analyser et mettre en pratique les relations temps-fréquence.

Evaluer les effets de I’échantillonnage et de la quantification.

Evaluer et calculer le comportement d’un systéme numérique linéaire.

A Dissue des travaux pratiques en laboratoire, I’étudiant sera en outre capable de :

AR

Maitriser un outil de programmation tel que Matlab.

Simuler des systémes analogiques linéaires ou non et apprécier leurs effets.
Synthétiser et analyser des signaux.

Visualiser, décrire et analyser le spectre d’un signal quelconque.

Ecrire “en ligne” un rapport succint mais complet de son travail.

Remarques

1.

Le temps accordé pour les exposés et exercices du cours SES est de 4 périodes
hebdomadaires pendant un trimestre. Durant le trimestre suivant, le cours
de 5 périodes hebdomadaires est complété par un laboratoire de 3 périodes
hebdomadaires.

. Dans la mesure du possible, les cours et exercices sont donnés en alternance

durant deux périodes.

Les corrigés d’exercices sont donnés dans un fascicule a part. Afin d’apprendre
a résoudre les exercices proposés de maniére personnelle et indépendante, celui-
ci ne devrait pas étre consulté pendant les séances d’exercices.

. Les tests écrits sont constitués de problémes similaires & ceux proposés comme

exercices. Le seul document autorisé pour les TE est un formulaire manuscrit
personnel.

5. L’examen de fin d’unité SES se fera sous forme écrite et durera deux heures.

6. Des informations complémentaires sont données dans la fiche de cours SES.

Programme Un temps total de 96 périodes est accordé a cette unité d’enseignement. La
répartition et la progression du cours sont données dans le tableau ci-aprés. Il est bien
clair que ce programme constitue une ligne directrice et que le rythme du cours peut étre
légerement modifié selon les circonstances.

i
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Semestres | Signaux et Systémes Périodes ‘ Total ‘ Semaines

Cours
Trimestre 2 : 5 pér. hebdo. = 40 périodes
I Analyse des systémes linéaires 6 6 1.2
Analyse des systémes analogiques 8 14 2.8
Eléments de régulation automatique 10 24 4.8
TP 1 : Simulation d’un systéme analogique 6 30 6
II Analyse des signaux périodiques 6 36 7.2
1 TE + correction 4 40 8
Cours
Trimestre 3 : 5 pér. hebdo. = 35+3 périodes
Analyse des signaux périodiques (fin) 4 4 1
Analyse des signaux non périodiques 4 8 2
Eléments d’analyse spectrale numérique 4 12 2.9
I11 Echantillonnage et reconstruction des signaux 6 18 3
Signaux et systémes numériques 16 34 6
1 TE + correction 4 38 7
Labo
Trimestre 3 : 3 pér. hebdo. = 21-3 périodes
TP 2 : Synthése et analyse de signaux périodiques 6 6 3
TP 3 : Numérisation des signaux analogiques 6 12 5)
TP 4 : Synthése et réalisation de filtres numeériques 6 18 7

TAB. 0.1.: Programme d’enseignement de 'unité SES
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Premiere partie .

Etude des systémes analogiques






1. Analyse des systémes linéaires

L’analyse des systémes linéaires se fait essentiellement avec la transformation de
Laplace car celle-ci traite une classe de signaux plus large que ne 'autorise la trans-
formation de Fourier. De plus, elle permet d’étudier des systémes stables ou non par
le fait que la variable de Laplace (s = 0 + jw € C) est définie dans I'ensemble du
plan complexe. Enfin, par l'interpétation des poles de la fonction image X(s), on
prédit facilement la forme de la fonction orginale x(t).

1.1. La transformation de Laplace

1.1.1. Rappels mathématiques
Dans ce paragraphe, on se contente de rappeler quelques propriétés liées a la trans-
formation de Laplace et utilisées dans 'analyse des systémes linéaires. Pour toute

information supplémentaire, on consultera avantageusement son cours de mathéma-
tiques.

Définition
L(z(t) =X(s) = /OOO x(t) e dt, s =0+ jw [1/sec] (1.1)

Dans 'analyse des signaux temporels, la variable s est appelée pulsation complexe
et elle posséde les unités [1/sec]. On notera que, si la variable x(t) est une tension
électrique alors son image X (s) se mesure en [V - sec].

Linéarité
Llax(t)+by(t) =aX(s)+bY(s) (1.2)

Dérivation

c (dx(t)> — s X(s) — a(t = 0) (1.3)

Intégration

L (/Ot:v(t) dt + z(t = 0)) _X(s)  2t=0) (1.4)



1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

Amortissement
L(z(t)e ™) =X(s+a) (1.5)

Valeurs limites
z(t — 04) = s X(s)|

z(t — 00) = s X(s)]

(1.6)
(1.7)

§—00

s—0

Quelques transformées De I’ensemble des transformées de Laplace généralement
proposées dans les formulaires mathématiques, on ne gardera que les plus fréquem-
ment utilisées dans 'analyse des systémes (tableau 1.1). La connaissance de celles-ci,
associée aux propriétés rappelées plus haut, permettra de résoudre la plupart des
problémes.

x(t) « X(s)
5(1) 1
o !
exp(—at) - e(t) 5 Jlr a
sin(wt) - e(t) ﬁ
cos(wt) - €(t) ﬁ
e sin(wt) - e(t) W;w
e cos(wt) - e(t) (ngﬁ

TAB. 1.1.: Quelques transformées de Laplace

Poles et zéros Comme le montre le tableau des transformées, I'image X (s) d’une
fonction x(t) est une fraction constituée de deux polyndomes
N(s)
D(s)

X(s) = (1.8)

Les racines de ces polyndémes sont importantes pour l'analyse de 1’évolution des
signaux ou du comportement des systémes. On définit ainsi

4 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



1.1. La transformation de Laplace

1. Les poles de X (s) qui sont les racines du dénominateur D(s) ; ils déterminent
complétement la partie transitoire (oscillation et amortissement) des réponses
temporelles.

2. Les zéros de X (s) qui sont les racines du numérateur N(s); leur effet n’inter-
vient que sur les amplitudes des composantes temporelles des signaux x(t).

1.1.2. Quelques exemples introductifs

Exemple 1
Connaissant l'image [;(s) d’un courant i, (t)

2 2

]1(3):82+73+12: (5+3)(s+4)

on souhaite connaitre 4;(0+4), i1(c0) et i;(t).

Valeurs initiale et finale Le théoréme des valeurs limites permet d’obtenir

i1(04) = si(s)],_o = 0[4]

i(00) = s Ii(s)],_o = 0[A]

s—0

Recherche des poles Les poles sont les racines du dénominateur de la fonction-
image I1(s). Dans ce cas, les poles valent simplement

1 1
N R E
Sec Sec

Evolution temporelle Le calcul de 7,() se fait en décomposant la fonction I (s)
en somme de fractions simples faisant intervenir les poles de I1(s). Dans ce cas, cette
fonction se décompose en deux fractions d’ordre 1

A1+A2
s+3 s+4

Ii(s) =

Se souvenant des transformées élémentaires présentées plus haut, on voit que le
courant 7 (t) est décrit par la somme de deux exponentielles

i1(t) = Ay exp(—3t) + Ay exp(—4t)
que 'on écrira plus généralement sous la forme

i1(t) = Ay exp(—t/71) + Ay exp(—t/72)

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 5t



1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

Cette écriture fait apparaitre les constantes de temps

T = —[sec] et m= 1 [sec]

3

Connaissant ces constantes de temps, on peut en déduire la durée ¢, du régime
transitoire

tir & D Toae = D 3 ~ 2 [sed]

Les valeurs des coefficients A; et Ay se trouvent par identification des coefficients
des numérateurs :

2
I p—
1(s) (s+3)(s+4)
A Ay
 s+3 s+4

(Al —|—A2)S +4A1 + 3142
(s+3)(s+4)

On en déduit que

A+ A,y
4A,+34, = 2
D’ou
Al — —AQ - 2
2 2
Ji = —
1(s) s+3 s+4

Le courant i1(t) correspondant a cette fonction-image I;(s) vaut donc

i1(t) = 2 exp(—3t) — 2 exp(—4t) (1.10)

Exemple 2
Connaissant I'image I5(s) d’un courant is(t)

s+ 2 s+ 2

2+ Ts+12 (s+3)(s+4) (L11)

]2(8) =

on désire calculer i5(0+), ia(00) et is(2).

Valeurs initiale et finale TLe théoréme des valeurs limites permet d’obtenir

i2(04) = s 1o(s)], oo = 114
ia(00) = sI3(s)| =0[A]

s—0

6 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



1.1. La transformation de Laplace

Recherche des poles Les poles de la fonction-image I5(s) sont évidemment les
mémes que dans I'exemple précédent

1 1
Y S R E
Sec Sec

Evolution temporelle Comme les poles de I(s) sont les mémes que ceux de
I'exemple 1, la fonction I5(s) se décompose en deux fractions simples identiques
aux précédentes :
Ay Aoy

_|_
s+3 s+4

I5(s) =
D’ou
io(t) = Ay exp(—3t) + Ay exp(—4t)

Comme les constantes de temps sont les mémes que précédemment, la durée du
régime transitoire n’est pas changée. Seules les valeurs des coefficients A; et A, vont
distinguer ces deux réponses temporelles.

Courants il(t) et iz(t)

T T T

0.2 .

0.151 .

0.1 .

i, (0 [A]

o
o
[$2]
=
=
[$2)
N

25

i, () [A]

o
o
(&2}
=
=
(&2}
N

25
t [sec]

FIG. 1.1.: Evolution des courants i,(t) et iy()

La réduction & un méme dénominateur commun donne

s+ 2
L{s) = (s+3) (s +4)

A1+A2
s+3 s+4

(Al +A2)S +4A1 + 3A2
(s+3)(s+4)
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1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

On en déduit que

d’ou

-1 2
I =
2(5) s+3 s+4
qui correspond au courant
io(t) = —1 exp(—3t) + 2 exp(—4t) (1.12)

Une illustration des courants i;(t) et i2(t) est donnée dans la figure 1.1. Comme on
I’a déja dit, une modification du numérateur, c¢’est-a-dire des zéros de la fonction-
image, ne modifie en rien les constantes de temps des exponentielles constitutives
du signal ; seules leurs amplitudes sont changées.

Exemple 3

On désire connaitre i3(0), i3(c0) et i3(t) sachant que la fonction-image I3(s) vaut :

252 + 15s + 125

1.13
(s + 10s + 125) (1.13)

13(8) = S

Valeurs initiale et finale Le théoréme des valeurs limites permet d’obtenir immé-
diatement :

i3(0) = sI3(8) |sm00 = 2[A4]

Recherche des péles Les poles sont les racines du dénominateur de la fonction-
image I3(s) qui valent

1
p1 =0, D23 = -5+ 710 [—}
sec

Evolution temporelle Le calcul du courant i5(t) se fait en décomposant la fonction
I3(s) en somme d’éléments simples. Comme il y a trois poles, la fonction I3(s) se
décompose en trois termes :

Al AQ A3
=—+ — + .
S s+5+710 s+5—7310

I3(s) avec Ay = A}

8 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



1.1. La transformation de Laplace

Les deux derniéres fractions se raménent, par réduction & un méme dénominateur
commun,a une fraction quadratique de la forme :

_ A B(s+5)+C

I -~
()= T G L1

Utilisant le théoréme de 'amortissement et le tableau des transformées élémentaires,
on en déduit que la forme générale de i3(t) est

i3(t) = Ay + exp(—5t) | B cos(10t) + 1—6(; sin(10t)

que l'on écrira de préférence sous la forme équivalente suivante

i3(t) = Ay + Aoz exp(—bt) - cos (10t + ans)

Courant i3(t)
21 T T T T T 7
151 .
<
s 1
.
05 o
oL I I I I 1 ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

t [sec]
FI1G. 1.2.: Evolution du courant is(t)

Cette forme de i3(¢) fait apparaitre un amortissement de constante de temps

et une oscillation de pulsation
w, = 10 [rad/sec]

Pour obtenir 'expression exacte du courant, il faut encore calculer les coefficients
A, B et C. En identifiant les numérateurs de la fonction I3(s), on obtient :

25% + 155 + 125
s(s? 4 10s + 125)
A B(s+5)+C
s (s+5)2+102
(A+ B)s*+ (10A+ 5B+ C)s+ 1254
s(s?+ 10s + 125)

[3(8) =

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 9



1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

d’ou

Ce qui permet d’écrire I3(s) sous la forme

1 5+
L(s)=-4+—>T°2
3(5) s * (s+5)2+ 10

Ce qui correspond au courant suivant
i3(t) = 1 4 exp(—5t) cos(10t) (1.14)

Conclusions Ici également, la dynamique du signal est décrite par les poles de la
fonction-image. On en déduit en particulier :

— la durée du régime transitoire :
w ~ 5T =5/5 = 1[sec]

— la période de l'oscillation amortie :

2r 2w
T, ) =10~ 0, 6 [sec]
— le nombre de périodes visibles :
tir 1 sec .
Nyse = — = ~ 1.6 périod
T, 0.6sec Periodes

On constate aussi que la présence de deux poles conjugués complexes conduit & un
trindme s’écrivant sous la forme d’une somme de deux carrés parfaits

s> 4105 + 125 = (s + 5)? + 10?

dans lesquels on trouve les parties réelle et imaginaire de la paire de poles. On
voit donc que la partie réelle des poles (—5) entraine un amortissement temporel
correspondant & une translation dans le domaine complexe. Alors que la partie
imaginaire (£;10) conduit a une oscillation impliquant une somme de deux carrés
parfaits dans le domaine complexe.

1.1.3. Impédances et fonctions de transfert symboliques

Tout circuit constitué de résistances, capacités et inductances peut étre modélisé
par une équation différentielle linéaire a coefficients constants qui représente ainsi
un systéme linéaire et temporellement invariant (LTT).

Dans le cas d’un circuit RLC série a conditions initiales nulles (figure 1.3), 'équation
différentielle pour ¢t > 0 s’écrit

u(t):Rz'()—i—L +—/ (1.15)

10 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



1.2. Réponses temporelles vs poles et zéros

'Et) |—|R (‘Yl'_Y'\ cl |
— ||
u(t)

\

FiG. 1.3.: Circuit RLC série
Sa transformée de Laplace est

U(s) = RI(s) + LsI(s) + — 1(s)

sC
d’ou
1
U(s) = <R+SL+E> I(s) =Z(s)1(s) (1.16)
On retrouve ici la loi d’Ohm faisant apparaitre I'impédance symbolique
Ul(s) 1
Z(s) = = L+ — 1.1
(s) () R+s +5 (1.17)

1
Z(jw) = - :R—f—ij—i-jw—C (1.18)

A partir de ceci, on voit que toutes les descriptions de circuits AC possédent leur
équivalent symbolique. En particulier, la régle du diviseur de tension est applicable
et permet de calculer les fonctions de transfert de quadripoles

oo 2205)
U1(8) | 1,(s)=0 Z1(s) + Za(s)

1.2. Réponses temporelles vs poles et zéros

1.2.1. Effets des poles et zéros
En conclusion des exemples ci-dessus, on retiendra les points suivants :

1. Une fonction-image X (s) d’un signal z(t) s’écrit sous la forme d’un rapport
de deux polyndmes

N(s)

D(s)

X(s) = (1.19)

2. Le comportement temporel transitoire est totalement déterminé par les pdles
de la fonction X (s) (racines du dénominateur).

3. A chaque péle correspond une exponentielle dont I'exposant est le pole py
multiplié par le temps ¢.

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 11
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4. La forme générale de la fonction temporelle est donc déterminée par les poles
w(t) =Y Apexp(+pit) (1.20)

5. Les constantes de temps dépendent de la partie réelle des poles

1

= TRelon) -2

Tk

6. Les périodes des oscillations sont fixées par la partie imaginaire des poles

T 2

P = Tnon)] (1.22)

7. Les racines du numérateur de la fonction-image sont appelées les zéros de
la fonction ; leur effet n’intervient qu’au niveau des amplitudes des fonctions
temporelles, mais pas du tout sur les paramétres dynamiques.

8. Les systémes stables sont caractérisés par des poles a partie réelle négative.

Une illustration tirée de [2] montre le comportement des systémes suivant 'empla-
cement de leurs poles dans le plan complexe (figure 1.4).

1.2.2. Effet des conditions initiales

Considérons comme exemple le circuit RLC série pour lequel les conditions initiales
(CI) ne sont pas nulles et calculons I’évolution du courant qui le traverse. Pour ¢ > 0,
I’équation différentielle de ce circuit s’écrit

u(t) = Ri(t) + L% + é /Ot i(t)dt + uc(0)

Sa transformée de Laplace vaut

U(s) = RI(s) + L(sI(s) — i1(0)) + % I(s) + ucs(())

Regroupant les facteurs de la fonction I(s), on obtient

0 1 1 4+ sRC + $2LC
U(s)+L¢L(0)—“C£>:1(s) (R+sL+$):](s) R SO“

On voit ainsi que les conditions initiales jouent le role de sources de tension décrivant
I’état du systéme en l'instant ¢ = 0. De cette équation, on peut tirer le courant
sC sLCip(0) — Cuc(0
I(s) = —(s) + 22Cl0) = Cue(0)
14+ sRC + s2LC 14+ sRC + s2LC

On constate alors que les dénominateurs des deux fractions sont les mémes et qu’ils
ne dépendent pas des conditions initiales. On en déduit que les poles de la fonction,

12 © 2008 freddy.mudry@gmail.com
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Plan complexe

Graphedelaréponse

Typedepdle | ;iim, impulsionnelle Feptenques
Vs
COO
Réel Asymptotiquement
négatif stable
% - O -
0 0
g
Ao,
Réel Instable
positif
—> O -
0 0
} O &
Nul Marginalement
(Multiplicité = 1) L stable
| 0 0
Complexe , g
conjugué ¥ l? i Mg ~rc Asymptotiquement
Partie réelle t = A = [ | stable
g x |0 0 L Nk e
négative o
Imaginaire Marginalement
conjugué stable
(Multiplicité = 1)
Imaginaire
conjugué Instable
(Multiplicité = 2)
Complexe
conjugué Instable
Partie réelle
positive
A , g
=1
Nuls |3 Instable

(Multiplicité = 2)

F1G. 1.4.: Position des poles et réponses temporelles [2]
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1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

donc la dynamique de la réponse temporelle, sont indépendants des conditions ini-
tiales. Seules les amplitudes des fonctions temporelles seront modifiées par celles-ci.

Plus généralement, on dira que la réponse d’un systéme est décrite par la somme de
deux termes faisant intervenir le signal d’entrée X (s), le systéme G(s) = N(s)/D(s)
et ses conditions initiales

N(s) N P(s;CI)
D(s) = D(s)

(1.23)

ou :
— P(s;C1I) est un polynome dont les coefficients dépendent directement des CI et
qui s’annule si celles-ci sont nulles;

— N(s) et D(s) sont le numérateur et dénominateur de la fonction décrivant le
systéme.

Ce résultat est important car il montre que la connaissance des poles du systéme,
c’est-a-dire du dénominateur de la fonction G(s) décrivant le systéme suffit pour
prévoir le comportement temporel de celui-ci.

1.3. Analyse d’un systéme d'ordre 1

1.3.1. Fonction de transfert

[’exemple type d’un systéme d’ordre 1 est le filtre passe-bas RC (figure 1.5. Dans
le cas ou le courant de sortie du quadripole RC est nul, le quadripole est décrit par
I'équation différentielle suivante (CI nulle)

1 t
wi(t) = Rilt) +ws(t) avee wlt) = uelt) = / iWd (1.24)
0
La transformation de Laplace de ces deux équations donne
I
Ui(s) = RI(s) +Us(s) avec Us(s)= S(—é)

Tirant le courant I(s) = sC Uy(s) de la deuxiéme équation et le portant dans la
premiére, il vient

Ui(s) = sRC Us(s) + Us(s)

Sachant la fonction de transfert d’un quadripole est définie comme le rapport des
tensions sortie/entrée, on retrouve la fonction de transfert bien connue du circuit

RC
UQ(S) 1

Ui(s)|,,_g 1+sRC

dont la constante de temps 7 = RC détermine la dynamique du circuit.

G(s) = (1.25)

De maniére générale, un systéme d’ordre 1 est représenté par une fonction de trans-

fert de la forme _—
Gs) = 228 (1.26)

ag + a8

14 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



1.3. Analyse d’un systéme d’ordre 1

us(t) ¢ ua(t)

Fi1a. 1.5.: Circuit élémentaire d’ordre 1

dont la description se fera de préférence dans une des deux formes canoniques sui-
vantes

by 1
G(s) = a—z 1 1 Zi (forme de Bode) (1.27)
b 1 b
G(s) = = s+ lm _ st (forme de Laplace) (1.28)
a; s+ 1/ a1 s+uwy
avec
1 ay 1 bl
w1 Qo W2 bg

1.3.2. Poéle et réponse transitoire

Un tel systéme posséde un podle et un zéro qui valent

1 1
P = — Z1 = —— (129)
T1 T2

La réponse transitoire de ce systéme est alors décrite par une exponentielle

1
yn(t) = A4 et/ avec T = W (1.30)

1.3.3. Réponse indicielle

L’image de la réponse indicielle d’un systéme est décrite par

Y(s) = X(s)Gls) avec X(s)= -~ (1.31)

S

Cas particulier Dans le cas d’un simple filtre passe-bas, on a

Yis) = oo

14 s7
1 1/
ss+1/1
Ay Ay
S s+1/7
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1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

avec Ag = 1 = —A;. La transformation inverse conduit a I’expression bien connue

y(t) = 1 — exp (—é) (1.32)

Réponses indicielles d’ordre 1
T T T T T

0.8 4

0.6 4

y, ®

0.4 n

0.2 o

o
T
1

(=)
=
N
w
Sy
(&3}
[«2]
~
©

| | | |
4 5 6 7 8
t [ms]

(=)
=
N
w

F1G. 1.6.: Réponses indicielles de deux systémes d’ordre 1

Cas général Dans le cas d’un systéme d’ordre 1 quelconque décrit par

bo + bls
G = — 1.33
<8) ag + a18 ( )

on peut montrer que, indépendamment de la valeur des coefficients, les réponses
indicielles sont telles que

1. L’évolution temporelle est entiérement décrite par

t

(0= 0) + 5(0) ~ 50) (1-exp (1)) (134)
2. Le temps pour atteindre la valeur y(t) vaut

=7 (M) (1.35)

y(o0) —y(t)
3. Le 63% de I’évolution temporelle est réalisée au temps ¢t = 7 car on a

exp(—t/7)|,_. = e ' ~0.37 (1.36)
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1.4. Analyse d’un systéme d’ordre 2

4. Le temps de montée défini comme le tempes nécessaire pour passer de 10% a
90% de la variation y(oco) — y(0,) vaut

tr = tgo% — th% =T 111(9) (137)

Les réponses indicielles de deux systémes d’ordre 1 décrits par

1 1+sm
p— G p—
14+sm’ 2(5) 14+sm

Gl (S)

avec T =1ms, o =5ms

sont illustrées dans la figure 1.6.

1.4. Analyse d'un systéme d’ordre 2

1.4.1. Fonction de transfert

L’exemple type d’'un systéme d’ordre 2 est le filtre passe-bas RL-C (figure 1.7. Dans le
cas ol le courant de sortie est nul, le quadripole est décrit par I’équation différentielle
suivante (pour laquelle on admet que les CI sont nulles)

di(t)
dt

us(t) = uc(t):% /O i(t) dt (1.39)

w(t) = Ri(t)+L

+ uc(t) (1.38)

La transformation de Laplace de ces deux équations donne

Ui(s) = RI(s)+sLI(s)+ Uds)

UQ(S) = Uc(5>:i(—é?

Tirant le courant I(s) = sC Uy(s) de la deuxiéme équation et le portant dans la
premiére, il vient

Ui(s) = sRC Uy(s) + s°LC Us(s) + Us(s)

U4 (t) C Uz(t)

Fia. 1.7.: Circuit élémentaire d’ordre 2
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1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

Sachant que la fonction de transfert d’un quadripole est définie comme le rapport
des tensions de sortie et d’entrée, on retrouve la fonction de transfert bien connue
du filtre passe-bas

1
oo 1+sRC+s2LC

(1.40)

Ul(S)

Comme un systéme d’ordre 2 peut représenter autre chose qu’'un simple circuit RLC,
on préfére travailler avec une expression plus générale pour le dénominateur

1 2
D(s) = H@wiﬁ (win) (1.41)

faisant intervenir la pulsation naturelle du systéme w,, et le facteur de qualité )y ou
son inverse, le coefficient d’amortissement

(= 20, (1.42)

Ce qui donne

G(s) = ! - ! (1.43)

= 7 = 2
1
g2+ (2) 1+ (2)
De maniére générale, un systéme d’ordre 2 est représenté par une fonction de trans-
fert de la forme

2

ap + a1s + ass
Gls) = 0 1 2
bo + b1$ + b282
Pour ce qui suit, on se contentera d’analyser les systémes de type passe-bas décrits
par

(1.44)

1
G(s) = ——
( ) 1 + b15 + 6282
dont la description se fera dans une des deux formes canoniques suivantes

1
G(s) = 1 5 (forme de Bode) (1.45)
1+ Do wn + (E)
2
G(s) = “n (forme de Laplace) (1.46)

82 + 20wy s + w2

1.4.2. Poles et réponse transitoire
Les poles d’un systéme décrit par cette fonction de transfert G(s) valent

P2 = —Cw,+ (Cwn)Q —w2 =—-w, (C + (- 1) (1.47)

Selon la valeur de ¢, on voit que ces pdles peuvent étre réels, complexes ou imagi-
naires. Pour étudier le comportement temporel du systéme, il faut donc considérer
les trois situations suivantes.
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1.4. Analyse d’un systéme d’ordre 2

Réponses indicielles

1.5 15 1.5
1 1 1
=
0.5 0.5 0.5
7=02 1=04 7=06
0 0 0
0 10 20 0 10 20 0 10 20
1.5 15 1.5
- 1 1 1
=
0.5 0.5 0.5
7=08 =1 =12
0 0 0
0 10 20 0 10 20 0 10 20
15 15 15
1 1 1
=
0.5 0.5 0.5
(=14 (=16 =18
0 0 0
0 10 20 0 10 20 0 10 20
temps temps temps

F1G. 1.8.: Réponses indicielles d’un systéeme d’ordre 2 en fonction de ¢

¢ > 1 : les poles sont réels distincts La réponse transitoire du systéme est alors
décrite par

1
yn(t) = Ay e T 4 Ay et/ avec T o= —— (1.48)
[P12]
La durée du régime transitoire ¢, vaut alors
tir 2 5 Tonaz (1.49)

¢ =1 : les poles sont réels confondus TLa réponse transitoire du systéme est
alors décrite par

1 1

yn(t) = Are 7 (14 Ayt) avec T =-— = — (1.50)
|p1] |p2]
Dans ce cas, la durée du régime transitoire vaut
ttr = 77— (151)

0 < (< 1:les poles sont complexes La réponse transitoire du systéme est alors
décrite par
yn(t) = Ay e cos (wyt + ) (1.52)

avec ] ]
— — 1.53
| Re (p1,2)| Cwn ( )

T
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1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

27
wp = o [Im (p12)] = wa/1 — (2 (1.54)

p

La durée du régime transitoire et le nombre de périodes visibles valent alors

ttr
ty >~ 5T, Noge = — 1.55
t T Tp ( )

Tenant compte de ces expressions, on en déduit que pour les systémes dont le fac-
teur de qualité est supérieur a 0.5, le nombre de périodes visibles durant la partie

transitoire vaut

5 1 —(2 5)

NOSC:—T:E)—C:—\/ Q%—l (1.56)
T, 21 ¢ 2m

Dans le cas ou le facteur de qualité est supérieur a 1, le nombre de périodes visibles
vaut environ 1.6 Q).

1.4.3. Réponse indicielle d’un systéme d’'ordre 2

La réponse indicielle d’un systéme d’ordre 2 est décrite par

Y(s) = X(s) Gls) = ~ “n (157)

5 824 2w s+ w?

L’image de Laplace de la réponse y(t) posséde un pole py di au signal appliqué
x(t) = €(t) et une paire de poles p; o provenant du systéme G(s) :

p=0 et pz = —w (CEVT-1) (1.58)

La figure 1.8 illustre la réponse indicielle d’un systéme d’ordre 2 pour différentes
valeurs du coefficient d’amortissement (. Le regroupement de ces réponses sur un
seul graphe (figure 1.9 a) permet de mettre en évidence les caractéristiques de la
réponse indicielle d’un systéme d’ordre 2.

Position des poles La figure 1.9 b montre comment les poles se déplacent dans le
plan complexe lorsque ( varie de 0 & l'infini. On peut relever que pour 0 < ¢ < 1,
I'angle 1 parcouru sur le demi-cercle est tel que sin(¢)) = (. Globalement, on peut
alors considérer les quatre situations suivantes

1. ¢ = 0 : les podles sont imaginaires; ils se situent sur ’axe imaginaire en
+jwn,.

2. 0 < ( <1 :les poles sont complexes; ils se déplacent alors sur un demi-
cercle de rayon wy,.

3. ( =1 : les poles sont réels confondus; ils se situent sur 'axe réel en —w,,.

4. 1 < ( < oo : les poles sont réels négatifs distincts; I'un des deux poles
parcourt ’axe réel négatif de —w,, & —oo alors que le deuxiéme se déplace de
—wy, & 0 et ralentit la réponse temporelle.
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1.4. Analyse d’un systéme d’ordre 2

Réponse indicielle d’un systeme d’ordre 2

15 ‘ ‘
(=1/2Qy
{opt I/ V2
(=04
1=06
105%
1 —
5% | A S ST SN
90%
(=20
05 .
10%
7 :
oY | S |
0 5 10 15
t [/]
AIm Dépassement AIm

haité D
aé\(\@ =0 souhaité D(y)

0<C<1

W +on

1<C<<>o -1t

1<l<eo [{=1 Re / Re
- | ot \ |

0< C <1 Systeme 1®n

G=0 Rapidité
souhaitée

F1G. 1.9.: Réponse indicielle et lieu des poles en fonction de ¢
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Domaine intéressant Sur la figure 1.9 ¢, on a représenté dans le plan complexe un
domaine délimité par le dépassement D souhaité (droite inclinée), la constante de
temps désirée T (droite verticale) et le lieu des poles décrivant le systéme d’ordre 2.
Ainsi, la partie grisée correspond-elle & une réponse indicielle dont le dépassement
est inférieur & D et le temps d’établissement ¢4 inférieur & 37. On voit que seules
certaines valeurs de ( permettent d’atteindre le comportement souhaité.

Temps caractéristiques Dans le cas ou ¢ < 1 ou, de maniére équivalente, Qg >
0.5, ces éléments caractéristiques sont

1. la constante de temps

1
S 1.59
o (159
2. la période d’oscillation
2T
T, =———— 1.60
Y e (1.60)
3. le temps d’établissement a 5% de la valeur asymptotique
3
ts = t(100i5)% ~ 37 = CT (161)
4. la durée du régime transitoire
)
ttqn = t(lOO:ﬁ:l)% ~ 57' = Cwn (162)
5. le nombre de périodes visibles
ttr 5T
Nyge = — = —~1.6 1.63
=g =g =160 (1.63)
6. le dépassement qui ne dépend que de ( < 1
— In(D
D = exp <—WC2> e (D)= D) (1.64)
vVIi=¢ 72 + In*(D)
7. le temps de montée valant trés approximativement
1.8
tr = loow — liow =~ o (1.65)

n

La figure 1.10 montre 1’évolution des grandeurs caractéristiques ¢,., ts et D en fonc-
tion de (. Il est important de noter que le calcul du temps de montée d’un systéme
d’ordre 2 conduit & une équation transcendante et qu’il n’existe donc pas de solution
analytique, d’ou Papproximation proposée par 1’équation (1.65).
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1.5. Réponses temporelles des circuits linéaires

Temps de montée Temps d’établissement Dépassement
35 80
3 ; 15
25 / 60
=2 =10 —
3 3 X 40
S 15 // S s
1 5 20
0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
14 ¢ C

F1G. 1.10.: Temps de montée, d’établissement a 5% et dépassement en fonction de ¢

Réponse optimum Dans la mesure oil I'on recherche une réponse atteignant rapi-
dement sa valeur asymptotique, la figure 1.9 a montre qu’un compromis raisonnable
entre le temps de montée t,, le dépassement D et le temps d’établissement ¢, est
obtenu lorsque ¢ ~ 0.7. Pour cette valeur particuliére de ¢, on obtient

t, ~ 2L

ty, ~ 2 lorsque ¢ ~ L 0.7 (1.66)
Wn \/§

D ~ 5%

1.5. Réponses temporelles des circuits linéaires

On notera en préambule que les principes présentés ci-aprés dans le cadre de circuits
électriques sont tout a fait généraux et applicables & n’importe quel systéme linéaire
et temporellement invariant.

1.5.1. Représentation des quadripdles

Un quadripole est décrit complétement par des deux grandeurs d’entrée (uq(t), i1(t))
et ses deux grandeurs de sortie (us(t), i2(t)). Aprés transformation de Laplace, on
obtient les images des tension et courant d’entrée Ui(s) et [i(s), et des tension
et courant de sortie Us(s) et I5(s) qui permettront de représenter le circuit par la
fonction de transfert Q(s) (figure 1.11).

Le plus souvent, on se contente de caractériser un quadripole par le rapport des
tensions d’entrée et de sortie :

(1.67)
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us(t) Q(s) Ua(t)

F1a. 1.11.: Quadripoles et ses signaux d’entrée et de sortie

Cependant et plus généralement, ce sont six relations qui peuvent étre définies entre
les signaux d’entrée et de sortie :

— I'impédance d’entrée

Zin(s) = Ui(s) (1.68)
Ii(s) Us=0
— le gain en tension
Us(s)
Ap(s) = ——= 1.69
U 026 1o (1.69)
— le gain en courant
I5(s)
Aj(s) = (1.70)
! 11(8) [7,—o
— la transimpédance
Zo(s) = 20 (1.71)
Ii(s) I,=0
— la transconductance (5)
12 S
Y (s) = (1.72)
Ul(S) Us=0
— l'impédance de sortie
Us(s)
Low = 1.
t(S) —]2(8) ieo ( 73)

1.5.2. Poéles d'un systéme et réponse temporelle

Considérons lentrée x(f) (un courant ou une tension) d’un quadripole et y(t) sa
réponse (également un courant ou une tension) ainsi que Q(s) une des six représen-
tations du circuit. On a alors

P(s;CI
NpdGIs)) (1.74)
D(s)
ou P(s;CI) est un polynome en s, dont les coefficients sont déterminés par les
conditions initiales, et D(s) est le dénominateur de Q(s). Les poles associés a Y (s)
proviennent du systéme Q)(s) (régime transitoire) et du signal d’entrée X (s) (régime
force).
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1.5. Réponses temporelles des circuits linéaires

Dans le cas ot les poles ne sont pas confondus, la réponse temporelle y(t) est alors
la somme des fonctions temporelles décrivant le régime transitoire (dicté par Q(s))
et le régime forcé (dicté par X(s))

y(t) = Z A, exp(pmt) + Z By, exp(pnt) (1.75)

m=1 n=1

ot les p,, sont les M poles de Q(s) et les p, sont les N poles de X(s).

1.5.3. Evaluation du comportement temporel

Pour évaluer le comportement temporel d'un systéme a CI nulles décrit par sa fonc-
tion de transfert générale Q(s), il suffit d’appliquer les étapes suivantes.

1. Rechercher 'image X (s) du signal d’entrée et la représentation ((s) souhaitée
du systéme. Le signal de sortie est alors décrit par

Y(s) = X(s)Q(s) (1.76)

2. Calculer les valeurs asymptotiques du signal de sortie
y(t = 02) = sY(s)], . (1.77)
y(t — o) = sY(s)], ., (1.78)

3. Rechercher les poles de Y (s), c’est-a-dire les racines de D(s). On en déduira
alors que le systéme est
a) stable si tous les poles sont a parties réelles négatives;

b) marginalement stable s’il y a une paire de poles purement imagi-
naires ou un pole nul alors que les autres sont a parties réelles négatives ;

c¢) instable, s’il y a un pole a partie réelle positive.
4. Calculer les paramétres dynamiques de la réponse temporelle en considérant
a) pour chaque pole réel py

i. la constante de temps
1

~ [Re (py)]

ii. la durée du régime transitoire du pole py

(1.79)

Tk

ttr,k = 5Tk (180)

b) pour chaque paire de poles complexes py

i. la constante de temps de ’amortissement
1

™= TRe ()] (181)
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ii. la période de l'oscillation

21

T, = —— 1.82
T (o) (:52)
iii. la durée de l'oscillation
ter k= OTk (1.83)
iv. le nombre de périodes visibles
Nosc = tt?”,k (184)
Ty
5. Evaluer la durée du régime transitoire
ty = b max (7%) (1.85)

Dans le cas (plutot rare) ou I'on souhaite obtenir ’expression exacte de y(t), il faut
décomposer Y (s) en somme de fractions simples, puis calculer les valeurs de chacun
des coefficients correspondants. La réponse y(t) est alors la somme des fonctions
temporelles correspondant a chacune des fractions simples.

1.5.4. Exemple

On considére ici la mise en cascade d’un filtre passe-bas d’ordre 1 suivi d’un filtre
passe-bande d’ordre 2. Admettant que ’ensemble est décrit par la fonction de trans-
fert suivante

1 0.3-107%s
141-103s 14+0.3-10"4s+ 110852

on se propose d’évaluer la réponse indicielle de ce systéme d’ordre 3 dont les CI sont
admises nulles.

G(s)

En suivant les étapes proposées ci-dessus, on trouve :

1. L’image Y'(s) du signal de sortie décrit par une fonction d’ordre 4

1 1 0.3-107%s

Y(s) = X _ -
(5) =X()C0) = - 117055 1203101 £ 1. 10552

2. Les valeurs asymptotiques de y(t)

O
Yyt —04) = sY(s)], o = = 0
0
y(t — o00) = sY(s)[,_y=75=0
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1.5. Réponses temporelles des circuits linéaires

3. Les poles et zéros de Y(s) au nombre de 4 et 1, respectivement

po =0 dia au signal d’entrée
p1 = —1000[1/sec]  da au filtre passe-bas
P23 = —1500 & j9887[1/sec]  dus au filtre passe-bande

z1 =0 da au filtre passe-bande

Comme tous les poles du filtre sont a partie réelle négative, on en déduit que
celui-ci est stable et que la réponse temporelle est décrite par

y(t) = Ao+ Ay exp(—1000t) + Ay exp(—1500t) cos(9887t + ava)

On notera que le pole py, di au signal d’entrée, est compensé par le zéro z; du
filtre passe-bande (mathématiquement, les termes en s du numérateur et du
dénominateur se simplifient) et conduit ainsi a "annulation de la constante A,.

4. Les paramétres dynamiques fixés par
a) le pole réel p; qui donne la constante de temps

1
~ |Re (p)]

et une durée de I'exponentielle amortie valant ¢4y ~ 57 = 5 [ms]

T = 1[ms]

b) la paire de poles complexes conjugués pe 3 qui conduit a

i. un amortissement de constante de temps

1
To3 = — = 0.667 |ms
2 [Re ()]~ 0T
ii. une oscillation de période
27
Ths = —— = 0.635 |ms
“ [Im (p23)] s

iii. une oscillation de durée
ttr, 23 = 57’23 =3.3 [ms]

iv. un nombre de périodes visibles

ttngg B 3.3 [ms]

Nosc = =
) T23 0.635 [ms]

~ 52

5. La durée du régime transitoire
tyr =5 max (1) = 5- 1 [ms] = 5 [ms]

La réponse indicielle y(t) de ce filtre est présentée a la figure 1.12 avec les contribu-
tions y1(t) et ya(t) dues, respectivement, aux poles p; et pa 3.
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Réponse indicielle d'un filtre

T T T T T T T T T T
0.04 s
X 0.02F .
O L | \ | | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
T T T T T T T T T T
0.03F s
_. 0.02f 4
=
0.01f s
O -
I I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
002 C T T T T T T T T T T i
e or
N
>
-0.02| s
I I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
t [ms]

F1G. 1.12.: Réponse indicielle y(¢) d’un filtre passe-bande et ses deux composantes
temporelles v, (t), ya(t)

1.6. Réponse impulsionnelle d'un systéeme

Pour des raisons de simplicité de description ou d’analyse, on étudie souvent les
signaux et systémes dans le domaine fréquentiel. Cependant, ceux-ci évoluent tou-
jours dans le domaine temporel et leurs réponses physiques sont toujours temporelles.
Parmi celles-ci, on distingue plus particuliérement les suivantes :

— la réponse sinusoidale due & un signal d’entrée en régime sinusoidal permanent ;

— la réponse indicielle due & un saut unité appliqué a 'entrée du systéme;

— la réponse impulsionnelle consécutive a I'application d'un signal purement théo-
rique non réalisable, I'impulsion de Dirac.

1.6.1. Remarques concernant |'impulsion de Dirac
Définition

L’impulsion de Dirac est définie comme une impulsion d’amplitude infinie, de largeur
infiniment petite et de surface unité. Mathématiquement, cela revient a la décrire
comme suit

oo st t=0 too

5(t) = avee / 5(t)dt = 1 (1.86)
0 st t#0 o0
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1.6. Réponse impulsionnelle d’un systéme

Valeur instantanée d’'une fonction

L’utilisation de 'impulsion de Dirac permet de calculer la valeur instantanée d’une
fonction par 'intermédiaire de I'intégrale suivante :

“+o00

f(to) = F(£)8(t — to) dt (1.87)

En effet, si la fonction f(t) est continue aux environs de tg, le produit f(t) d(t — to)
est nul partout sauf en ty; on peut donc remplacer f(t) par sa valeur en to, f(to).
L’intégrale s’écrit alors :

+00 +o0
F() 8(t — to) dt = f(t) / 5(t — to) dt = f(to)

o0

puisque, par définition, I'impulsion de Dirac posséde une surface unité.

De I'équation 1.87, on déduit les résultats intéressants suivants

to= [ f0) 60— 1yas (1.88)
Fe—t) = [ FO)56— (o)) o (1.89)

Ces deux équations portent le nom d’intégrale de convolution que 1’on écrit symbo-
liquement sous la forme

f@t)=f{t)®d(1) (1.90)
[t —to) = f(t) ®(t —to) (1.91)

Poids d’une impulsion de Dirac

En pratique, la surface d’'une impulsion de Dirac n’est que rarement égale a I'unité ;
de plus, si I'impulsion est une tension électrique, sa surface se mesure en [V sec].
Cette derniére est souvent désignée par le poids de ['impulsion de Dirac. On remarque
ainsi que, lorsque 'on parle abusivement de “I’amplitude” d’une impulsion de Dirac,
il s’agit en réalité de son poids, donc de sa surface.

1.6.2. Réponse impulsionnelle

Mathématiquement, la réponse impulsionnelle d'un systéme s’obtient par transfor-
mation inverse de sa fonction de transfert

h(t) = LY H(s)} (1.92)

En effet, h(t) est bien la réponse du systéme a I’application d’une impulsion de Dirac
x(t) = §(t) car on a

Y(s)=X(s)H(s)=1-H(s) < y(t)=1-h(t)=h(t)
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1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

Pratiquement, on ne peut pas réaliser une impulsion de Dirac; on ne peut que
I’approcher avec, par exemple, une impulsion rectangulaire de durée trés courte par
rapport aux constantes de temps du systéme. De plus, il faudrait que son amplitude
soit suffisamment grande pour obtenir une action notable sur le systéme mais alors
celui-ci risque de saturer.

Considérons donc, pour saisir concrétement ce qui se passe dans un systéme, une
impulsion réelle de durée At suffisamment petite et d’amplitude E que 'on applique
a un circuit électrique d’ordre 2 a I’état d’équilibre nul.

A uq®)
E

R
[ ] LYY\
| I—

us () C—— |uw

-At 10
FiG. 1.13.: Impulsion rectangulaire appliquée a un circuit RL-C

Si la durée de I'impulsion est trés petite, le condensateur n’a pas le temps de se
charger de maniére appréciable. On peut alors considérer que le circuit est constitué
de la résistance et de I'inductance seulement et qu’il est parcouru par le courant

i) :% (1 ~ exp (—”Tm)) R :%

Comme la durée de I'impulsion est trés courte, on peut remplacer 'exponentielle
par son approximation linéaire et 1’on obtient

= (1- (12 ) S (12 scic

Au moment ou I'impulsion revient & zéro en l'instant t = 0, le courant qui a pris
naissance dans le circuit vaut donc

E At FE At E
O=r7~ror- 1Y

Ainsi, pour ¢ > 0, la tension appliquée au circuit est nulle alors que le courant i(¢) ne
I’est pas. On doit donc calculer un circuit a tension d’entrée nulle mais & conditions
initiales non nulles :

E
ip =15,(0) = 7 At uc(0) =0 (1.93)
L’équation différentielle pour ¢ > 0 s’écrit donc :

dilt) | % /ti(t) dt + ue(0) (1.94)

30 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



1.6. Réponse impulsionnelle d’un systéme

En transformant de Laplace et tenant compte des conditions initiales, il vient :
1

0 = RI(s)+ L(sI(s) — in(0) + () + “C2

1 :
= (R—i—sL—i—z) I(s) — Lig

1
= <R+SL+E) I(s) — EAt

Le courant circulant dans le circuit vaut donc :

sC
1) = TSR 7 521C

et la tension de sortie, prise aux bornes du condensateur, s’écrit :

I(s) 1 >

sC 14+ sRC+ s2LC

On retrouve, dans cette expression, la fonction de transfert H(s) du circuit :
1

" 14 sRC + $2LC

EAt (1.95)

UQ(S) =

At (1.96)

H(s) (1.97)

Conclusion On a ainsi trouvé le résultat important suivant : si 'impulsion est
suffisamment bréve, la tension de sortie Us(s) est proportionnelle & la fonction de
transfert du circuit et a la surface de I'impulsion :

Uy(s) = EAt- H(s) (1.98)

On peut montrer de maniére générale que ceci est vrai quelle que soit la forme
de l'impulsion a condition que sa durée soit négligeable par rapport aux temps
caractéristiques du circuit.

On obtient alors le résultat général suivant :

Uy(s) = H(s) /OAt uq (t) dt si At < Toin (1.99)

qui, aprés transformation inverse, s’écrit également :

us(t) = h(t) - / : un () dt (1.100)

—At
avec, comme on l’a vu

h(t) = L{H(s)} (1.101)

L’intérét porté a la réponse impulsionnelle d'un systéme est di au fait que cette
réponse représente uniquement le systéme, indépendamment de la forme du signal
d’entrée si celui est de durée suffisamment courte.

Il ne faut cependant pas oublier qu’une impulsion de courte durée ne fournit au
systéme qu’une énergie trés faible. L’amplitude du signal de sortie, qui a une durée
beaucoup plus importante, sera donc beaucoup plus petite que 'amplitude du signal
d’entrée. On court ainsi le risque de devoir mesurer un signal fortement entaché par
le bruit de mesure.
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1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

1.7. Produit de convolution

Dans l'analyse des systémes linéaires, les réponses temporelles sont souvent étu-
diées en passant par la résolution des équations différentielles ou l'utilisation de la
transformation de Laplace ; ¢’est-a-dire que ’analyse et la résolution se font dans un
espace autre que le domaine temporel.

Or, ainsi qu’on va le voir a 'aide d’un diagramme, le produit de convolution permet
de calculer la réponse y(t) d’un systéme a un signal quelconque z(¢) en restant dans
Iespace temps. Ceci est trés important pour les applications temps réel réalisées a
I’aide d’un processeur numérique par exemple.

1.7.1. Réponse temporelle des systémes linéaires

Considérons pour cela un systéme linéaire et temporellement invariant auquel on
applique une impulsion de Dirac §(t). La réponse a ce signal est la réponse im-
pulsionnelle A(t) du systéme (figure 1.14 a). Elle représente ce dernier de maniére
compléte, comme le font la fonction de transfert H(s) ou 1’équation différentielle.

Puisque le systéme est temporellement invariant, le décalage de I'impulsion d’une
valeur {4, entrainera le méme décalage de la réponse impulsionnelle qui vaut alors
h(t —tq) (figure 1.14 b).

Comme le systéme est également linéaire, une modification de 'amplitude de 1'im-
pulsion de Dirac entrainera une modification de 'amplitude de la réponse impul-
sionnelle : & un signal d’entrée () - 6(t — @), le systéme répondra par z(6) - h(t — 0)
(figure 1.14 ¢).

Nous avons vu au paragraphe précédent que le signal d’entrée x(t) peut étre décrit
a l'aide d’'une somme d’impulsions de Dirac :

2(t) = /_m 2(0) 8(t — 0) do

[e.e]

Donc, comme le systéme est linéaire, la réponse & cette somme d’impulsions est la
somme des réponses impulsionnelles (figure 1.14d) :

y(t) = /joo (0) h(t — 0) df

o0

Ce résultat est important parce qu’il permet de calculer directement la réponse y(t)
a partir du signal d’entrée () et la représentation du systéme h(t). Cette expression
porte le nom de produit de convolution.

Un changement de variable permet de montrer que le produit de convolution est
commutatif. On a alors :

y(t) = /_m 2(0) h(t — 0) df = /+°O (t — 0) h(0) df (1.102)

oo —00
Le produit de convolution est souvent écrit sous la forme symbolique suivante :

y(t) = =(t) @ h(t) = h(t) @ x(t)
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1.7. Produit de convolution

x(t) = 8(t) Yy =h
(a)
t t
0 - 0 ;
 x) = 5(t-0) ¥ y(t) = h(t-6)

ol e ———
Y~
T
| Ead

0 0 0
¥ x(®) = x(0) d(t-0) ¥ y(t) = x(0) h(t-0)
A ©
: N\
0 0 - 0 0 -
Y xt) = f (0) d(t-6) do Yy = f (0) h(t-0) dO
x(0) (d)
[ : Y ¢
t, 10 0 - t, 10 B

Fic. 1.14.: Calcul d’un signal a l'aide du produit de convolution
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1.7.2. Réponse d'un systéme causal

Dans le cas fréquent ot le signal z(t) est appliqué en l'instant t = 0 et que le systéme
est causal, c’est-a dire que sa réponse impulsionnelle A(t) est nulle pour ¢t < 0, le
produit de convolution s’écrit :

y(t):/otx(e) h(t—@)d&z/otx(t—é)h(e)de (1.103)

Pour calculer y(t) a I'aide de la premiére de ces deux équations, il faut réaliser les
opérations successives suivantes (figure 1.15) :

1. retourner la réponse impulsionnelle autour de I'ordonnée pour obtenir h(—6)
2. décaler h(—60) d’une valeur égale a ¢; ce qui donnera h(t — 0)

3. multiplier cette fonction h(t — @) par le signal d’entrée z(6)
4

. intégrer le résultat de ce produit entre 0O et ¢.
Cette démarche peut étre illustrée en considérant la réponse indicielle bien connue
d’un filtre passe-bas RC dont la fonction de transfert vaut :

1 1 |
H pu— pr—
() =15 5RC ~ RO s+ 1/RC

Sa réponse impulsionnelle est obtenue par transformation inverse de Laplace :

1
h(t) = — e R <(¢
(1) = e <(t)
L’illustration des deux approches de la convolution est donnée a la figure 1.15. On y
voit, en (a) les signaux originaux x(6) ou h(f), en (b) leur retournement, en (c¢) leur
décalage et en (d) leur produit. La surface sous cette derniére courbe (son intégrale)
représente le signal de sortie y(t).

Une deuxiéme illustration du calcul de la réponse indicielle d’un systéme linéaire
est donnée dans la figure 1.16. Les signaux représentés sont dans 'ordre : le saut
unité appliqué a 'entrée, la réponse impulsionnelle d'un circuit RL-C passe-bas et
le retournement du saut unité, le produit h(0) z(t — 0) représenté par I’enveloppe de
la surface noire, la valeur de cette surface en chaque instant.

1.7.3. Convolution numérique

Comme on I'a déja dit, le produit de convolution est nécessaire pour calculer une
réponse temporelle sans devoir passer par la résolution des équations différentielles ;
la connaissance de la réponse impulsionnelle h(t) suffit. Si cette démarche est peu
utilisée, c’est simplement parce que le calcul analytique de cette intégrale est souvent
peu aisé.

Par contre, dans le cas ott on désire calculer numériquement la réponse d’un systéme,
le produit de convolution se préte parfaitement au calcul de celle-ci. Il suffit pour
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h(6)
e‘
lo -
h(-0)
e‘
- -
y
h(t-0)
__ 0
0 t -
y
x(6) h(t-6)
X(0)
h(t-0) 0
ot -

(©

(d)

1.7. Produit de convolution

A
x(6)
0
0 -
A
x(-6)
0
0
A
X(t-0)
0
0 t -
X(t-6)
0

FiG. 1.15.: Convolution de deux signaux

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 35



1. ANALYSE DES SYSTEMES LINEAIRES

Exemple de convolution
I I I 1

=
T

o
o
T

i

X(®) ; x(6)

o
1

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
& T
e i
)
I
4
S
N |
0.8 1
g 20
=]
)
0 ¢
i _ogl 1 ! ! ! ! ! J
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
2 T T T T T
- /\/‘ )
=
Ob_-t 1 | | |
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps

FiG. 1.16.: Exemple de convolution

cela de remplacer I'intégrale par une somme et la limite d’intégration supérieure par
une valeur finie suffisamment grande pour que la réponse impulsionnelle puisse étre
considérée nulle. Ainsi, dans le cas ot z(t < 0) =0 et h(t > t,4.) =~ 0, on obtient :

y(t) = /0t$(t—9) h(6) df ~ /Otymx(t—H)h(Q) d6

En considérant que les signaux temporels x(6) et h(#) sont échantillonnés avec une
période At pendant une durée finie allant de 0 & ¢,,4., le calcul de y(t) peut alors se
faire comme suit :

km,ax
y[n| ~ Z x[n — k] h[k] At (1.104)
k=0
Ce qui, algorithmiquement, se traduit par les quelques lignes de code suivantes :

deltaT = tmax / kmax ;
for n = 0 to kmax
do begin

convol = 0.0 ;

for k = 0 to kmax

do begin
convol = convol + x[n-k] * h[k] ;
end ;
y[n] = convol * deltaT;
end ;
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1.8. Exercices

1.8. Exercices

TL 1 Pour chacun des deux systémes décrits par les équations différentielles sui-
vantes

y(t) + 11y(t) + 24y(t) = bx(t) + 3x(t)

6i(t) + 11y(0) + [ (u(t) ~ (®) &t = a(t)

calculez leur fonction de transfert.

TL 2 Considérant les systémes décrits par les fonctions de transfert suivantes

s+5
Mfs) = s2+35+8

s?+35s+5
Hy(s) =

$3+252 4+ 154+ 3

retrouvez leur équation différentielle.

TL 3 Pour chacun des systemes décrits par les fonctions de transfert suivantes

s—5H
H(s) = s2+3s+8
Hy(s) — s +3s+5 s°+3s+5
BT B 422+ 1s 43 (s+217) (s2 — 0.174s + 1.38)
5% + Ts + 2
Hy(s) = s2—3s+5

dessinez leurs poles et zéros dans le plan complexe. Déterminez s’ils sont stables ou
non ; justifiez vos réponses.

TL 4 Pour chacune des fonctions de transfert Hy(s) ci-apres,

1
Hy(s) = ——
1(8) = 75 /1000
5
Hals) =
3(5) = T T 0% 12 10622
10e 35
H-(s) —
() = 110 10 %5 4. 10032
1
Hq(s)

T 1-5.-10%s+4-106s2

S

s+ 1000

144-107%s2

T E 11035 +4-10 652

s+ 200 b}

5 4+50 1+10-103s+4-10-6s2
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calculez leurs poles et zéros et dessinez leur position dans le plan complexe;
calculez la réponse indicielle Us(s) et donnez son expression générale uy(t) ;

calculez les valeurs initiale et finale de wuo(?);

=W =

quelle sera la durée de la réponse transitoire et, s’il y a lieu, le nombre de
périodes visibles 7

5. esquissez chacune de ces réponses indicielles.

TL 5 On applique & un circuit RC passe-bas une rampe de pente constante a ;

1. montrez qu’apres le régime transitoire la sortie suit I’entrée avec un décalage
égal a la constante de temps 7 = RC';

2. esquissez la réponse a cette rampe.

TL 6 On peut montrer qu’un filtre passe-bas d’ordre 2 a poles complexes (¢ < 1)
suit une rampe appliquée en entrée avec un décalage 2¢/w,,. Admettant que ce circuit
est réalisé avec R =500€), L =1mH, C = 1nF,

1. dessinez le schéma du circuit ;
2. calculez t;, et Nyg. !

3. esquissez la réponse au signal u;(t) de la figure 1.17 lorsque ¢ty = 10 pus.

u4(t)

| 120 3lto 4t0

Y

Fig. 1.17.: Ex. TL 6

TL 7 Considérant le circuit R — L//C de la figure 1.18,

1. de quel type de filtre s’agit-il 7
2. écrivez les équations temporelles reliant uy(t) & uq(t) pour ¢ > 0 (CI nulles) ;

3. a partir de celles-ci, recherchez la fonction de transfert du circuit.
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F1Gg. 1.18.: Ex. TL 7 et TL 8

TL 8 Considérant le circuit R — L//C de la figure 1.18,

1. utilisez les impédances symboliques pour calculer directement sa fonction de
transfert ;

2. calculez le facteur de qualité, le coefficient d’amortissement, la constante de
temps, la période d’oscillation, la durée du régime transitoire et le nombre de
périodes visibles lorsque R =5kQ, L =1mH, C = 1nkF;

3. esquissez sa réponse indicielle ; que valent uy(0,) et ug(c0)?

4. quelle valeur faut-il donner a la résistance pour que N,g. ~ 1.5.

TL 9 Considérant la réponse indicielle d’un systéme décrit par
1+ /30

O S 1+ 516+ 710

que valent y(0) et y(oco0) ?

écrivez G(s) dans la forme de Laplace;

que valent les poles et zéros de G(s);

calculez les parameétres caractéristiques de la réponse transitoire ;

donnez la forme générale de la réponse indicielle y(t) ;

SEERANE I

esquissez y(t).

Rép. : y(0)=0 7 =0.1[sec]  tirans = 1:)([3366]

y(oo) =1 Ty = 2 [sec] Nose

TL 10 Quelle doit étre la fonction de transfert d’un amplificateur tel que sa ré-
ponse indicielle est caractérisée par un temps d’établissement inférieur a 10 s et un
dépassement maximum de 5% ? Estimez le temps de montée de cette réponse.

Conv 1 Considérant deux systémes distincts représentés par les réponses impul-
sionnelles respectives hy(t) et ho(t) de la figure 1.19,

1. utilisez le produit de convolution pour calculer les réponses indicielles y;(t) et
y2(t) de chacun des systémes;

2. esquissez avec soin ces 2 réponses ;
3. a quoi correspond la valeur asymptotique y(t — oo)?

4. si les signaux d’entrée et de sortie sont des tensions électriques, quelles sont
les unités des réponses impulsionnelles ?
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Ah1 (t) Ah2(t)

O At 0 2At

Fia. 1.19.: Ex. Conv 1

Conv 2 On applique le signal z(t) & un systéme dont la réponse impulsionnelle
est décrite par h(t) (figure 1.20). Calculez la réponse y(t) a I’aide du produit de
convolution. Pour vous faciliter la tache, analysez ce qui se passe dans les tranches
temporelles suivantes :

t<0, O0<t<T, T<t<2l, 2I'<t<3T, t>3T

puis effectuez une représentation graphique des fonctions intervenant dans ces tranches.

tx() h(t)

—
—

\J

a T - d oT

Fia. 1.20.: Ex. Conv 2

Conv 3 Dans cet exercice, on souhaite utiliser le produit de convolution pour
calculer la réponse indicielle d’un filtre passe-bas d’ordre 1 décrit par sa fonction de

transfert .

Gls) = 1+ sRC

Pour ce faire,

1. calculez la réponse impulsionnelle h(t) de ce systéme;

2. rappelez la définition du produit de convolution et esquissez les fonctions tem-
porelles intervenant dans celui-ci;

3. appliquez le produit de convolution pour calculer la réponse indicielle du sys-
téme.

Rép : h(t) = 5 exp(—t/RC), y(t) =1 — exp(—t/RC)
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Conv 4

On applique un signal z[n] & un systéme numeérique décrit par sa réponse
impulsionnelle h[n] :

Lo [ [1]0f1]2[3]4[5]6[7[8[9]10[11[12][13]14] ]
Al 0 [0]0]0 372[110]0 000 0]0] 0
zn] 0 [0]olojojo]o0[4[3[2]1]0[0][0]0][0]0]O
y[n]

Utilisez le produit de convolution numérique

yln = Y him]z[n —m]

m=—00

pour calculer la réponse y[n]. Représentez cette réponse sur la figure 1.21.

T
4l o .
o
Sol o .
=
o
b O 0000 -0-0-0 00 -0 -0 -0 0 0
| | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
4l o .
o
=5l i
<2 o
o
0P -0 000 00 0-0 0 -0 -0 0 0 0 O -
| | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
=30
=
(]
—~20F
S
x
1ok
[
=
0 t | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Fia. 1.21.: Ex. Conv 4
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2. Modélisation des systemes
analogiques

[’étude des systémes analogiques passe par la description mathématique de leur
comportement. Cette description, obtenue par le biais de la connaissance des lois
physiques ou de 'observation, constitue une modélisation de la réalité. Suivant ’ap-
proche utilisée, on obtiendra

1. un modele de connaissance lorsque celui-ci est construit a partir de la structure
interne et des équations décrivant le systéme considéré ;

2. un modéle de représentation dans le cas ou le modéle ne fait que relié globale-
ment la sortie & 'entrée sans tenir compte des détails internes du systéme.

De plus, dans le cas des systémes non linéaires, on peut étre amené a les représenter
par des modéles linéaires autour d’un point de fonctionnement afin d’en obtenir une
description linéaire nécessaire pour analyser leur comportement. Quelques exemples
illustrent ces diverses approches de la modélisation.

2.1. Systéme oscillant

Comme exemple de modélisation de connaissance, considérons un rail horizontal sur
lequel est déposée une masse reliée a un ressort lui méme attaché a un point mobile ;
les pertes par frottement sont modélisées par un amortisseur visqueux (figure 2.1).
La position z(t) du point de fixation du ressort est variable et 'on s’intéresse a
la position y(t) de la masse. Ces positions sont des variations autour des points
d’équilibre X et Y.

2.1.1. Equations différentielles

L’équation de Newton décrivant le mouvement y(¢) de la masse m prend en compte
la force due a I’élongation du ressort (z — y) et la force causée par le frottement
visqueux dépendant de la différence des vitesses (& — ). Ce qui donne

d*y(t) dz(t)  dy(t)
m dth =k(z(t)—yt)+ A (7 - Zl—t>

En réordonnant les termes, on obtient une équation différentielle d’ordre 2 en y(t)
et d’ordre 1 en z(t)

d?y(t) dy(t)
m—e YA

(2.1)

dlt)

prais kx(t) (2.2)

+Ey(t) =X\
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m

O

S

)
1

| | |’
x(t) Xo y(t) Yo

FiG. 2.1.: Systéme oscillant

On peut ainsi considérer que cette équation décrit un systéme dont 'entrée est la
position x(t) du point mobile et la sortie, la position y(¢) de la masse.

2.1.2. Fonction de transfert

La transformation de Laplace de I’équation ci-dessus (admise & CI nulles) permet
d’obtenir la fonction de transfert du systéme

ms?Y (s) +AsY(s) +kY(s) = AsX(s)+kX(s)
Y(s) (ms*+As+k) = X(s) (As+k)
Y(s) As+k [m}

Gls) = X(s) T ms2+ stk

m

qui s’écrit dans les formes canoniques de Bode et de Laplace

Y (s) 1 +s(\k)
G(s) = = 2.3
()= X6) = T k) s + 52 (m/k) (2:3)
Y (s) A s+ (k/N)
G(s) = = — 2.4
(5) X(s) m s+ (A/m)s+ (k/m) (2.4)
Se souvenant que le dénominateur d’une fonction d’ordre 2 s’écrit
1 s s\’ 1 9
D(S):1+@w—n+ w—n :w_%(s —|—2Cwns+wn)
avec Qp = %, on en déduit que
k 1 A A
Wy =1/ — 2 = = = 2.9
m ¢ Qo mw, VEm (2:5)
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2.2. Echangeur de chaleur

2.1.3. Conclusion

Le systéme que nous venons d’étudier est un systéme mécanique décrit par une
équation différentielle linéaire a coefficients constants. On a donc affaire a un systéme
linéaire temporellement invariant (LTT) représenté par un modéle de connaissance
puisque le systéme est entiérement décrit par ses trois composants que sont la masse,
le ressort et 'amortisseur.

2.2. Echangeur de chaleur

On considére & présent un échangeur de chaleur dont le fonctionnement peut étre
représenté par le schéma technologique de la figure 2.2. Ce systéme apparemment
simple ne peut étre décrit qu’a 'aide d’équations aux dérivées partielles spatio-
temporelles dont les coefficients ne sont connus que grossiérement. Généralement,
seule une simulation complexe (par la méthode des éléments finis, par exemple)
permettra de représenter en détail le fonctionnement de ’échangeur.

Cependant, une représentation globale reliant la température de sortie 0,(t) a une
variation de la puissance p(t) de chauffage peut étre obtenue expérimentalement
avec une précision suffisante du point de vue de I'utilisateur. Cette modélisation
fait appel a un modéle simple plus ou moins arbitraire qui traduit le comportement
(modeéle de représentation) et non la structure interne du processus considéré.

0,(t
A L j—»
p(t)
AP p(t)
4 't T lAes
Y
—_— | t
i T

Oe(t)

Fic. 2.2.: Schéma technologique d’'un échangeur de chaleur

Cette modélisation se fait en observant, ’évolution de la température aprés une
augmentation de la puissance de chauffage. On constate alors que, dans un premier
temps, la température de sortie ne change pratiquement pas puis qu’elle augmente
réguliérement, avant de tendre vers une valeur asymptotique. L’analyse attentive de
cette évolution et la connaissance du fonctionnement de I’échangeur permettent d’en
tirer quelques éléments caractéristiques :
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2. MODELISATION DES SYSTEMES ANALOGIQUES

1. Le calcul du rapport entre la variation de température a la sortie et la variation
de puissance appliquée donne le gain statique de ’échangeur

NCE

K, =
0= AP

[deg/W]

2. La durée pendant laquelle la température n’a pas changé peut correspondre au
temps de circulation de I’eau entre la chaudiére et le capteur de température. I
s’agit 1a d’un retard pur 7). dit au déplacement de 1’eau dont la représentation
de Laplace est

e—sTr

3. Enfin le comportement de type “filtre passe-bas” peut étre modélisé par une
fonction de transfert trés simple d’ordre n & poles confondus

1
(14+s7)"

Un modeéle possible pour un échangeur de chaleur pourrait donc étre donné par la
fonction de transfert suivante

O(s) e
G(s) = = Ky—— 2.6
&)= 56 = P T (26)
avec : Ky = gain statique de ’échangeur [deg/W]
T, = temps de déplacement de I'eau [sec]
T = constante de temps de ’échangeur [sec|
n = ordre du modéle [/]

Des méthodes d’identification permettent d’obtenir ces quatre parameétres suscep-
tibles de représenter le comportement global de 1’échangeur.

Conclusion On constate donc que, dans ce cas, sans rien connaitre du systéme
physique et faisant [’hypothese que le systéme est linéaire, on a obtenu un modéle de
représentation pouvant traduire correctement le comportement du systéme.

2.3. Démarche associée a la modélisation

Nous venons de voir que la modélisation (mathématique) ou l'identification (ex-
périmentale) constituent deux approches permettant d’obtenir une représentation
qualitative et quantitative de la réalité. Afin de mieux préciser et conclure cette
démarche, prenons comme exemple l'identification d’une bobine a noyau ferroma-
gnétique réalisée sous la forme d’un tore (figure 2.3). Face & cet objet, on peut se
poser les questions suivantes.
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2.3. Démarche associée a la modélisation

Qu’est-ce que c'est ?

La réponse a cette question simple implique une interprétation de ’objet basée
sur des connaissances préalables. Elles permettent une modélisation de ’objet, ¢’est-
a~dire Pécriture d’une équation. Dans le cas d’une bobine (’objet), sa description
est souvent donnée au travers de sa réactance (un modéle linéaire)

Z(jw) = jwL (2.7)

F1a. 2.3.: Réalisation d’une bobine

Quelle expérience mettre en oeuvre?

La donnée d’un modéle doit permettre I’évaluation expérimentale des paramétres
afin d’en obtenir une représentation quantitative. Il est donc nécessaire a ce stade
de réaliser une expérience permettant d’obtenir directement ou indirectement les
paramétres intéressants. Au travers du choix de 'expérience, on fixera implicitement
le choix du signal appliqué & I'objet.

e o (am) 'bob
| I | u ~
olf @ o ]

S S

F1G. 2.4.: Schéma de mesure d'une impédance

Dans notre cas, I'expérience la plus simple que l'on puisse imaginer consiste a ap-
pliquer un signal sinusoidal a la bobine et & mesurer le courant et la tension a ses
bornes (figure 2.4). On devra donc au préalable fixer les domaines de fréquence et
d’amplitude des signaux. Le choix des instruments de mesure (voltmeétre et ampeé-
remeétre) sous-entend que les effets de saturation magnétique ne seront pas visibles.
Pour éviter la saturation magnétique, 'amplitude du courant devra étre faible. Les
résultats des mesures sont donnés dans la figure 2.5; ils doivent maintenant étre
analysés.
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F1G. 2.5.: Mesure de I'impédance d’une bobine

Faut-il modifier le modéle ?

L’équation Z(jw) = jwlL représentant cette bobine nous indique que sa réactance

devrait augmenter linéairement avec la fréquence. Or, on constate que les mesures ne
coincident pas du tout avec les résultats attendus, si ce n’est en moyennes fréquences.
On en déduit donc que le modéle choisi doit étre amélioré afin de mieux représenter
la réalité. L’analyse de la courbe expérimentale (figure 2.5) conduit aux remarques
suivantes.

20

1. En moyennes fréquences, 'impédance varie linéairement avec la fréquence

comme le prévoit le modéle initial (figure 2.6b) :

Z(jw) =jwL  si 300[Hz] < f < 100 [kHz] (2.8)

. En basses-fréquences, 'impédance tend vers une valeur constante correspon-

dant a la résistance du fil de bobinage. On en déduit que si I'on veut tenir
compte des basses et moyennes fréquences, le modéle doit étre modifié comme
suit (figure 2.6a) :

Z(jw) = R+ jwL si 0< f <100 [kHz] (2.9)

. En hautes-fréquences, 'impédance passe par un maximum qui est le fait d’une

antirésonance. Celle-ci provient de la capacité parasite répartie entre les spires
dont le modéle est celui de la figure 2.6¢ :
. JwL :
Z = > 300 H 2.10
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2.3. Démarche associée a la modélisation

4. Un modéle valable dans tout le domaine de fréquences peut étre celui proposé
dans la figure 2.6d dont 'impédance vaut :

R+ jwL

Z(jw) = 15wl C, + o)L C, si 0< f<oo (2.11)
(a) (b)
Y YL YL
LI
(d)
©) | | e
N || | N

FiG. 2.6.: Différents modéles peuvent représenter une bobine

Ainsi, suivant le domaine de fréquences dans lequel sera utilisée la bobine, on pourra
choisir un des quatre modéles présentés a la figure 2.6. A ce stade, il ne faut cepen-
dant pas oublier que ces modéles sont linéaires et qu’ils ne tiennent pas compte
d’une saturation magnétique possible.

Faut-il envisager une représentation non-linéaire ?

Si la tension sinusoidale appliquée posséde une forte amplitude, le courant résul-
tant ne sera plus sinusoidal : il y a distorsion due a la saturation du noyau ferroma-
gnétique. La description de la bobine au travers de son impédance Z(jw) n’est alors
plus possible. On est donc obligé de la représenter par un ensemble d’équations non
linéaires nécessitant les variables suivantes :

u(t) = tension appliquée [V]
ic(t) = courant dans la capacité parasite [A]
ig(t) = courant dans la bobine [A]
Cp capacité parasite [F]
N = nombre de spires [/]
S, = section moyenne du tore [m?]
L,, = longueur moyenne du tore [m]
B induction magnétique [T]
H champ d’excitation magnétique [A/m]|
B(H) = caractéristique magnétique du matériau [T

On peut alors décrire la bobine & partir des équations fondamentales suivantes

— les équations de Kirchhoff

i) = io(t) +in() (2.12)
io(t) = dezl—gt) (2.13)
u(t) = Rz’B(tH%t) (2.14)
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— les équations électromagnétiques
Y = Nfﬁﬁ:]\fBSm (2.15)
Nig(t) = ]{ﬁ -dl ~ H(B) Ly, (2.16)

Ainsi, la bobine est finalement décrite par un ensemble d’équations différentielles
non linéaires qui sont

BO) = e (2.17)
in(t) ~ % (2.18)
diy(t) .

— = u(t) — Ripg(t) (2.19)
ict) = C, dzgf) (2.20)
i(t) = ic(t)+ip(t) (2.21)

Enfin, il est important de rappeler que, dans le cas ou la bobine est non linéaire, il
n’est plus possible de la représenter par son impédance. L’évaluation de son compor-
tement ne peut alors se faire qu’en résolvant numériquement les équations ci-dessus.

2.3.1. Conclusion

De ce que nous venons de voir, il est évident que la modélisation d’'un systéme est
un processus itératif pouvant étre représenté par le diagramme de la figure 2.7. On
y voit que l'identification débute par le choix d’'un modéle permettant d’imaginer
une expérience afin de confronter les résultats théoriques avec les résultats expéri-
mentaux. A partir de cette comparaison, on décidera si, oui ou non, le modéle choisi
est satisfaisant.

On peut encore remarquer que I'identification de la bobine nous a permis de construire
un modéle de connaissance. De cette modélisation découle la possibilité de mesurer
les valeurs des éléments constitutifs de la bobine, & savoir sa résistance R, son in-
ductance L et sa capacité répartie C,. C’est la modélisation la plus compléte que
I'on puisse envisager.

Il arrive parfois que I'on ne s’intéresse qu’a une description globale des systémes
permettant de représenter de maniére simple le comportement de ceux-ci sans se
préoccuper du fonctionnement interne. On construit alors des modéles de représen-
tation. Ce type de modélisation est fréquemment utilisé pour décrire le comporte-
ment dynamique des systémes ; on analyse alors, suivant les possibilités, leur réponse
harmonique et/ou leur réponse indicielle.
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Choix d'un
modele
i
Théorie —————
- | Domaine
Repons‘,e - 1 de validité
du modele I du modele |
P
Modification
I du modele I
S A Expérience

: |
non I Approximation I Réponse .
suffisante ? | "7 | de I'objet Objet
L — - - e el
-Ioui

Modéle
satisfaisant

F1G. 2.7.: Diagramme illustrant le processus de modélisation
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2.4. Un systéme non linéaire : le réservoir d’'eau

On considére ici un réservoir de section A; avec une ouverture a sa base de section A,
par laquelle 'eau peut s’écouler (figure 2.8). Sachant que ce réservoir est alimenté
par un débit d’eau @, [kg/sec| et que I'eau s’échappe sous leffet de la pesanteur
avec un débit Qs |kg/sec| dépendant de la hauteur, on désire connaitre I’évolution
du niveau d’eau H [m| dans le réservoir.

Q1

—_—

F1G. 2.8.: Ecoulement dans un réservoir

2.4.1. Equations

Niveau d’eau et débits La masse d’eau M stockée dans le réservoir dépend de sa
masse spécifique p, de la section A; du réservoir et de la hauteur H du niveau

M=pVi=pA H (2.22)

Son évolution au cours du temps ¢t dépend de la différence des débits

M) = A HO) = [ (@il - Qult) (223

La variation de la hauteur d’eau vaut donc

dH(1) 1

& A, (Q1(t) — Qa(1)) (2.24)

Débit de sortie Le débit de sortie Q3 dépend de la vitesse d’écoulement v, et de
la section Ay du tube de sortie

= pAQ V2 (225)
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En I'absence de frottements, la loi de conservation d’énergie permet d’écrire que
la perte d’énergie potentielle de I'eau stockée est compensée par ’augmentation

d’énergie cinétique de I’eau sortante
0B, = gH dM = §E. = %ug dM (2.26)
La vitesse de 1'eau sortante vaut donc
vo(H) = /29H (2.27)

Portant ce résultat dans I’équation du débit, on trouve que celui-ci varie comme la
racine carrée de la hauteur

Q2(H) = pAz/2gH (2.28)

Cette caractéristique non linéaire liant le débit de sortie a la hauteur d’eau est
représentée a la figure 2.9.

0.25}
0.2}

0.15}

Q2 [ka/sec]

0.1y

0.05} +

_ 2
Az—lcm

0 0.1 0.2 0.3
H[m]

F1G. 2.9.: Débit de sortie en fonction du niveau d’eau avec son approximation li-
néaire autour de Hy = 0.05m

Equation différentielle Tenant compte du débit de sortie, on voit que I’équation
différentielle (2.24) décrivant I’évolution du niveau d’eau au cours du temps s’écrit

e _ (@1<t>—pA2¢2_g¢H<t>)

dt pA

P = Qi - 22 Vag VD) (2.20)

dt

L’équation (2.29) est une équatwn dzﬁerentzelle non linéaire d’ordre 1 traduisant le

fait que le systéme est non linéaire & cause du terme /H(t). Ce systéme ne peut
donc pas étre représenté par une fonction de transfert liant le niveau d’eau H au

débit d’entrée ;.
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Il n’y a pas de solution analytique & cette équation différentielle; pour connaitre
I'évolution temporelle du niveau H (t), il faut 'intégrer numériquement. Par contre,
lorsque le débit d’entrée est constant ()1 = cte = (), il est facile de calculer le
niveau d’équilibre Hy = H(t — o0). En effet, cette valeur asymptotique du niveau
est atteinte lorsque dH /dt s’annule

dH (t) 1 Ay
U0 - gy A g A

1 Q)
Hy = % (@> (2.30)

d’ou

2.4.2. Résolution numérique

Comme on vient de le dire, la solution analytique d’'une équation différentielle non
linéaire n’existe pas. Par contre, I'utilisation d’un algorithme d’intégration numé-
rique permet de trouver aisément la solution pour différents débits d’entrée (figure
2.10).

1
_ 08 _
Q, = 0.1 [kgs] Q, = 0.2 [kgs]
=~ H, = 0.051 [m] 06 Hy = 0.2 [m]
= ~ 0.4 _
Tin = 72.1[s] T, =144 [s]
0.2
0
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

0.8 Q, = 0.3 [ky/s] 08 Q, = 0.4 [kg/s]

0.6 0.6

g H, = 0.46 [m] H, = 0.82 [m]
< 04 T, =216[s] 04 T =288]s]
in : lin
0.2 0.2t/
0 0
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

t[s] t[s]

F1G. 2.10.: Evolution du niveau d’eau dans un réservoir avec, en traitillé, approxi-
mation linéaire (D; = 30 [cm], Ay = 1[cm?])

La résolution numérique d’un systéme analogique commence par ’écriture d’une
fonction explicitant ’équation différentielle su systéme

dz_t(t) _ i <Q1(t) — pAs\/2g H(t)>
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function dH_dt = ed_reservoir(t,Ht,Ql) ;
D1 = 0.30; Al = pixD1-2/4,;
A2 = le-4; D2 = sqrt(4xA2/pi) ;
rho = 1000; g = 9.81;
dH_dt = (Ql-rho*A2xsqrt(2xg+Ht))/rho/Al;

Cette fonction est écrite dans un fichier portant le nom de la fonction ed_reservoir.m
et le calcul de H (t) se fait avec les commandes suivantes :

% calcul de 1’evolution temporelle du niveau
HO = 0.0; % niveau initial
Q1L = 0.4; % [kg/sec]
tmax = 500 ; Npts = 1000 ; dt = tmax/Npts;
tt = 0 :dt :tmax;
[tt, Ht] = ode45(Qed_reservoir,tt,H0,[],Q1) ;

La commande ode45 intégre numériquement I’équation différentielle et fournit la
solution numérique Ht pour le temps correspondant tt. A partir de cela, on peut
tracer I’évolution du niveau d’eau :

% graphe
plot(tt,ht,’LineWidth’,2) ; grid on;
axis([-7,tmax,-0.01,0.2]) ;
texte = [’Q_0 = ?,num2str(Q1,2),’ [kg/s]’];
legend(texte,4) ;
xlabel(’temps [s]’) ; ylabel(’H(t)’) ;

La figure 2.10 présente I’évolution temporelle du niveau pour plusieurs débits d’en-
trée. Contrairement aux systémes linéaires, la durée d’établissement du niveau n’est
pas constante et le niveau atteint n’est pas proportionnel au débit d’entrée.

2.4.3. Linéarisation

Lors de variations légéres autour d’un point de fonctionnement Xy, on peut décrire
un systéme non linéaire par une approximation linéaire de sa caractéristique f(X).
Cette linéarisation de f(X) se fait en partant du développement limité de la fonction
autour d'un point Xy. Posant X = Xy + z, on a alors

FX) = F(Xo ) = f(Xo) + 0

1 2

2
€x +...
Xo 2! dX2

Xo

Ne gardant que les termes d’ordres 0 et 1, on obtient 'approximation linéaire sui-
vante
df

f(Xo+z) = f(Xo) + =

ax|.

Xo

On a ainsi remplacé la caractéristique non linéaire f(X) = f(Xo+2) par une droite
tangente au point X, (figure 2.9).
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Dans le cas du réservoir, I’évolution du niveau est décrite par ’équation différentielle
suivante

dH (%)

a9 i (Q1(t) — Qa(t))  avec Qo(H) = pAs\/29H (2.31)

Autour du point d’équilibre Hy, la hauteur est décrite par H = Hy+h ol h représente
de faibles variations de hauteur autour de Hy. Le développement limité du débit de
sortie (2 en un polynéme d’ordre 1 donne alors

Q2 (Hy) + @

- h
dH

Hy

dvVH
~ Qo+ pAz+/2g i

Q2(Ho + h)

12

Hy

1 1
~ Ao /2= ——h
QO+P 2 g2\/ﬁ0

g
~ A ——h
Qo+ p QHQHO

On en déduit ainsi que la caractéristique non linéaire de la figure 2.9 décrite par

Qu(H) = pAs \/2gH (2.32)
peut étre approchée par le modéle linéaire suivant
Qo(Ho +h) = Qo+ pAs [ 2 h (2.33)
2H,
En désignant les variables par leurs variations autour du point d’équilibre
H(t) = Hy+ h(t) (2.35)
Q2(t) = Qo+ qa(t) (2.36)

I’équation différentielle décrivant le fonctionnement du réservoir s’écrit

%t(t) — ﬁ (Q1(t) — Qa(t))
w _ pLA (Qo+ a(t) = (Qo+ a:(1))
%Sf) — i (q1(t) — q2(2))

Prenant en compte 'approximation
0(t) ~ pAy | =2 h(t)
2H,
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I’équation différentielle devient linéaire et elle s’écrit sous la forme

%St) = i (m(t) — pAs \/QI[;IO h(t))

dh(t)  pAs g 1
pT oA, \/ oM, h(t) = Ech(t)

En définissant le temps caractéristique

_A1 2H0
T=— E—

Ay g

on obtient I’équation différentielle linéaire décrivant le comportement du niveau
d’eau pour de faibles variations autour de son point d’équilibre H,

#§2+%h@%:?%@ﬂﬂ (2.37)

L’évolution temporelle du niveau d’eau prévue par ce modéle linéaire est présentée en
traitillé sur la figure 2.10 pour différents niveaux d’équilibre Hy. L’observation de ces
courbes montre que, méme en partant d’un réservoir vide, le temps caractéristique
ainsi trouvé donne une assez bonne idée de la réalité.

2.4.4. Fonction de transfert

L’approximation d’ordre 1 du réservoir permet de le modéliser par une fonction de
transfert. Celle-ci s’obtient par transformation de Laplace de I’équation différen-
tielle (2.37)

1 1
sH(s)—i—;H(s) = EQl(S)
d’ou
H(s) 1 1 [ m }
G(s) = = 2.38
(=) Qi(s) pAi(s+1) [keg/sec (2.38)
Dans la forme de Bode, cette fonction de transfert s’écrit
H(s) 1
G(s) = =Ky—— 2.39
=G = iy (2:39)
avec
K:AH_T_l 2H0[m}
"TAQ  pA pA, g kg/sec
Ay [2H,
T=—4]/— |sec 2.40
T/ e (2.40)
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On constate ainsi que le réservoir est caractérisé une constante de temps 7 et par
un gain K, qui augmentent tous deux avec la hauteur d’équilibre Hy. Comme la
hauteur asymptotique dépend du débit d’entrée Qo (équation 2.30)

2
- ()
29 \ pAs

on trouve que le gain et la constante de temps sont tous deux proportionnels au
débit moyen )y et qu’ils valent

_ Qo m
fo= g(pAz)? {kg/sec] (2:41)
T = g;l—jél% Qo [sec] (2.42)

2.4.5. Conclusion

Le systéme que nous venons d’étudier est un systéme meécanique décrit par une
équation différentielle non linéaire a coefficients constants. On a donc affaire & un
systéme non linéaire temporellement invariant représenté par un modele de connais-
sance puisque le systéme est entiérement décrit par ses dimensions géométriques, la
pesanteur et la masse spécifique du liquide.

Seule son approximation d’ordre 1 a permis de représenter et analyser le comporte-
ment du réservoir a ’aide d’une fonction de transfert ; de celle-ci, on a tiré un temps
caractéristique dépendant du débit d’entrée ou, ce qui est équivalent, du niveau
d’équilibre.

2.5. Représentations des systémes analogiques

En conclusion de ce que nous venons de voir, il faut rappeler que :

La description d’un systéme par un ensemble d’équations dif-
férentielles est la plus fondamentale que ’on puisse imaginer.

Quel que soit le systéme considéré, linéaire ou non, temporellement invariant ou non,
sa réponse temporelle peut toujours étre calculée a partir des équations différentielles
le représentant. Dans le cas des systémes non linéaires, le calcul de la réponse
temporelle y(t) se fera sous forme numérique en intégrant les équations différentielles
a l'aide d’un algorithme d’intégration (Runge-Kutta par exemple).

Dans le cas ou les systémes sont décrits par des équations différentielles li-
néaires, on peut alors, & I'aide des transformations de Fourier ou de Laplace, créer
d’autres représentations d’un systéme telles que la fonction de transfert, I'impé-
dance, etc. Ces représentations ne sont valables que pour les systémes linéaires et
temporellement invariants (LTI). Il en est de méme pour les notions de réponse
impulsionnelle et de produit de convolution. Il est donc important de noter que :
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2.6. Un systéme électromécanique : le moteur DC

Seuls les systémes linéaires temporellement invariants peuvent
étre représentés par une fonction de transfert en s ou en jw.

Les représentations et démarches utilisées pour la résolution des systémes linéaires
peuvent étre résumées par le tableau 2.1.

Description Variable Démarche Solution
du systéme y(t)
Equation teR Résolution de yn(t) + yp(t)
différentielle I’équ. diff.
Réponse teR Calcul du produit x(t) @ h(t)
impulsionnelle de convolution
Transformation seC Résolution d’une L1
de Laplace équ. algébrique {X(s)-H(s)}
Transformation Jjwel Résolution d'une F1
de Fourier équ. algébrique {X(jw) - H(jw)}

TAB. 2.1.: Représentations et résolution des systémes linéaires

2.6. Un systéme électromécanique : le moteur DC

Pour terminer, considérons un moteur a courant continu et excitation permanente.
Son fonctionnement est basé sur la loi de Lorentz qui dit qu’une force apparait en
présence d’un courant électrique et d’un champ magnétique :

dF =idl N B (2.43)

Le courant circulant dans les spires cablées sur un cadre (figure 2.11) crée un couple
qui oriente le cadre perpendiculairement aux lignes du champ 5. De plus, comme
le flux magnétique embrassé par le cadre varie au cours du temps, il faut s’attendre
a apparition d’une force contre-électromotrice décrite par la loi de Lenz :

de(t)

Upem(t) = === (2.44)
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Fic. 2.11.: Principe du moteur DC

Pour que le mouvement de rotation s’entretienne, il suffit de changer le sens du
courant au bon moment grace au collecteur (figure 2.11). La figure 2.12 présente
une réalisation actuelle d’'un petit moteur DC a aimant permanent.

2.6.1. Equations différentielles

Pour la modélisation qui suit, on considére que les non linéarités sont suffisamment
faibles afin qu’on puisse les négliger et admettre que le systéme est linéaire. On fait
également ’hypothése que les constituants du moteur ne changent pas au cours du
temps ; celui-ci est donc temporellement invariant. Le schéma technologique d'un tel
moteur est donné a la figure 2.13.

Comme le moteur est constitué d’une partie électrique et d’une partie mécanique,
sa description passe par I'écriture d’une équation électrique (Kirchhoff)

di(t)

u(t) = Ri(t)+ L 7 + Kgw(t) [V] (2.45)
et d'une équation mécanique (Newton)
du:i—it) = Kri(t) — Ryw(t) + Cepe(t) [Nm] (2.46)

A celle-ci, on peut ajouter 'équation liant la position du rotor () & la vitesse w(t)

o(t) = /O "w(t)dt [rad (2.47)

Dans ces équations ¢électromécaniques-mécaniques, il y a
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Capteur de position

Balais

Moteur

Réducteur Collecteur

Bobinage (rotor)

Aimant permanent
cylindrique

F1G. 2.12.: Vue intérieure d'un petit moteur DC avec son réducteur et son capteur
de position numérique (P = 70W, D = 36 mm, L. = 71 mm)

| R L
I(B 1
| I

Crot (1) = Kri(t)

J

F1G. 2.13.: Schéma technologique d’un moteur DC
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les chutes de tension causées par la résistance R et I'inductance L du bobinage
du moteur;

la force électromotrice (fem) Kpw(t) générée par le moteur lorsqu’il tourne a
vitesse w(t);

le couple moteur K7 i(t) créé par la circulation du courant i(t);

le couple résistant Ry w(t) causé par les frottements qui, pour que I'équation soit
linéaire, sont admis visqueux;

le couple extérieur Cy,; appliqué sur le rotor.

Remarques

64

1. On peut noter qu’a partir de ces équations, on trouve les constantes de temps

électriques et mécaniques de chaque partie prise séparément

L

= = — 24
7 Trmec R [sec] (2.48)

Tel =

. Le principe de conservation de I’énergie permet de montrer que les constantes

de couple Kp et de fem Kpg sont égales. En effet, dans le cas ou il n’y pas
de pertes lors de la transformation de la puissance électrique en puissance
mécanique, on a 1’égalité des deux expressions suivantes

Pi=UIl=(Kpw)i [W]

Ppee =Cw = (Kri)w [W]

e [ ] e [N0] a9

On en déduit que

. En régime permanent constant, les dérivées s’annulent ; on peut alors calculer

la vitesse asymptotique w., et le courant i, consommé pour compenser les
pertes. Considérant que le moteur est alimenté par une tension continue U
et que le couple extérieur est nul, on obtient ainsi deux équations a deux
inconnues

Up = Rino + Kpwe
0= Kris — Rfwe

dont la solution est

Ry Ry
L S A 2.50
o =, Y "KiKgp+ RR; [A] (2:50)
KT rad
o = i 2.51
“ Go KrKg + R Ry [sec] (2.51)
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2.6. Un systéme électromécanique : le moteur DC

Représentation d’état Un systéme d’équations différentielles peut toujours étre
mis sous une forme canonique constituée par un ensemble d’équations différentielles
d’ordre 1. Dans le cas du moteur, cet ensemble s’écrit

di(t)

1 )
= 7 (ul) = Ri(t) = Kpw(1)) (2.52)
d‘jd_? _ % (Kri(t) = Ryw(t) + Cuny) (2.53)
dot) _
— = wlb) (2.54)

Cette représentation porte le nom de représentation d’état du systéme. Dans le cas
présent, les variables d’état sont le courant i(t), la vitesse de rotation w(t) et la
position angulaire 6(t).

¥ " J' i)k 3 m J‘ o) J 0

u(t)

—Lﬂu VFJ
—

FiG. 2.14.: Graphe représentant un systéme d’équations différentielles

Représentation graphique A partir de ces équations, il est aisé de dessiner le
graphe des équations différentielles. Ce graphe (figure 2.14) est constitué de som-
mateurs et d’intégrateurs dont les entrées sont des grandeurs temporelles auxquelles
on associe un coefficient. L’entrée de chaque intégrateur représente la dérivée d’une
variable d’état. On obtient donc a la sortie de chaque intégrateur une des variables
d’état décrivant complétement le comportement du systéme.

Ce schéma peut étre directement interprété par des logiciels tels que Spice ou Si-
mulink (programmation graphique) avant d’étre résolu pour fournir les réponses
temporelles du systéme étudié.

2.6.2. Fonction de transfert

La transformation de Laplace des équations différentielles décrivant le moteur conduit
aux équations algébriques suivantes

U(s) — KgQ(s) = (R+ sL) I(s)
(Ry + sJ)Qs) = Kr I(s) + Cert(5)

O(s) — éﬂ(s)
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Celles-ci permettent de calculer les images du courant du moteur, de la vitesse et

de la position du rotor
U(s) — KgQ)(s)

I(s) = =25 (2.55)
a(s) = 2 éisitf”t (2.56)
O(s) = ég(s) (2.57)

Comme on s’intéresse ici a la vitesse du rotor par rapport a la tension appliquée au
moteur, on prendra C,,; = 0. Le courant et la vitesse du moteur valent alors

U(s) — KgQ(s)

I(s) = R+ sL
. KT I(S)
0= R v s

Portant le premier résultat dans le deuxiéme, il vient

006) = o (s~ e 96))

:Rf—i-sJ R+sL R+sL
KrKp 1 Kr 1
as) (1 - U
<S)< +Rf+sJR+sL) Ry+s) Risp
QO _
<S)< (R; + sJ) (R+ sL) (R +57) (R+s0) 0

En recherchant le rapport entre la vitesse de rotation (s) et la tension U(s) appli-
quée au moteur, on obtient sa fonction de transfert

Gronls) = 28 [radé Sec} (2.58)
Kr

Gmo
) = SIS R LR+ KrKstRE,

que l'on peut écrire dans les formes de Laplace ou de Bode

1
— Q) _ K
Gmot(s) — = 3t Kr Kp+RR; (259)

R
S2+S(f+7>+ IL

Kr 1

~ KrKg+ RR JRYLR; 2 JL
e F 1t Spkerrr;, T 5 RiKe RE;

Gm0t<$) (260)

C’est cette derniére qui est généralement utilisée pour décrire le moteur DC. On voit
ainsi que le moteur est représenté par un systéme d’ordre 2 caractérisé par son gain

Kr rad /sec
KrKp+RR; | v

Kot = (2.61)
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2.6. Un systéme électromécanique : le moteur DC

et deux constantes de temps qui sont I'inverse de la valeur absolue des poles de la
fonction de transfert car, de par sa réalisation, un moteur DC est stable et ne peut
pas avoir de comportement oscillant

Krp 1

Gmo -
t(s) KrKp+ RE; (1+s71) (1+57)

(2.62)

2.6.3. Temps caractéristiques

Les poles p; o de la fonction de transfert sont les les racines de son dénominateur

R R KrKg+RR
82+$<Z+7f>+ L ZL f:(s—pl)(S—P2>

Ils valent

1 R Ry R R;\’>  KrKp+RR;
(L+J)i¢(L+J)4 -+ 263)

On notera que, dans cette expression, on peut négliger le terme R;/.J par rapport
a R/L car on a vu que de maniére générale, on a 7,,ec = J/Rf > 7y = L/R. De
plus, dans le cas de moteurs dont la puissance est supérieure & quelques dizaines
de watts, les pertes électriques et mécaniques dues, respectivement, a la résistance
du bobinage R et au coefficient de frottement 2y sont négligeables par rapport aux
puissances électrique et mécanique mises en jeu. Le produit des coefficients de couple
K7 et de fem Kg est alors beaucoup plus important que le produit des coefficients
de pertes R et Ry

KrKg > RR; (2.64)
Ce qui donne
1 R R\? Kr Kpg

~ | —(=2)+4/(=) -4 2.

bz =3 <L> \/(L) JL (2.65)
1 Kr Kg

~ — 1+£4/1—-4—+— 2.

2 Tan ( \/ TR Te“) (2.:66)

On constate ainsi que les pdles du moteur, donc ses constantes de temps, ne dé-
pendent pratiquement pas des pertes mécaniques et I'on a

1
R

(2.67)

T12 = 2 el

2.6.4. Schéma fonctionnel

Généralement, on préfére décrire et analyser le fonctionnement d’un systéme com-
plexe a l'aide d’un schéma fonctionnel plutdét qu’avec les équations différentielles.
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A

Ke

Kt Crmotl(t) 1 ot)| 1 ﬂ»
R +sL Rf + sJ S

Y

Cext

Fiac. 2.15.: Schéma fonctionnel d’un moteur DC

L’usage du schéma fonctionnel est en effet plus souple car celui-ci peut contenir le
détail des fonctions de transfert partielles interconnectées entre elles ou, au contraire,
étre ramené a un seul bloc traduisant le fonctionnement global du systéme.

Prenant comme exemple le moteur DC, son schéma fonctionnel (figure 2.15) se des-
sine aisément a partir de ses fonctions de transfert. En effet, partant de la description

du courant .

1(5) = (U(s) = Kp Q) 17

(2.68)

on en déduit le couple moteur
Crnot(s) = 1(s) Kr (2.69)

A celui-ci, on peut ajouter un couple extérieur et obtenir ainsi le couple total fourni
a la charge
Ctot(s) = CYmot‘ + Cea}t = I(S) KT + Ce:ct (270)

La vitesse du moteur vaut alors

1

Q(s) = (I(s) Kr + Ceyy) m

(2.71)
Ces équations conduisent tout naturellement au schéma fonctionnel de la figure 2.15.
Dans ce schéma, on a encore ajouté le passage de la vitesse a la position angulaire
qui se fait par simple intégration

(2.72)

2.6.5. Approximation d’ordre 1

Comme la constante de temps électrique 7, = L/R est beaucoup plus petite que
la constante de temps mécanique T, = J/ Ry, il est fréquent de considérer que
Iinductance L a un effet négligeable et que le moteur peut étre modélisé par un
systéeme d’ordre 1

Krp 1

Grmot(s) (2.73)
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Il est alors caractérisé par son gain et sa constante de temps

K d JR
Kot = T rad/sec Tmot = [sec] (2.74)
KTKE+RRf A% KTKE+RRf
Dans le cas ol 'on peut négliger les pertes, on obtient
1 1
Grot(8) 2 — ————— 2.75
t( ) KE 1+s K;;{;E ( )

Avec ces approximations, le gain du moteur et sa constante de temps valent simple-
ment

K,

1 {rad/se(:] JR lsec] (2.76)

otﬁK—E vV Tmot = K K5

2.6.6. Effets d’un réducteur

Dans 'utilisation des moteurs, il est fréquent d’y adjoindre un réducteur afin d’adap-
ter la charge au moteur (figure 2.16). Cela conduit généralement & une augmentation
du couple utile donc & une diminution de la vitesse de rotation de la charge. Ces
relations sont aisément démontrées grace aux lois fondamentales. Pour le voir, consi-
dérons un réducteur décrit par le rapport des engrenages ny (coté charge) et ny (coté
moteur)

N="2+1 (2.77)

__=____ o

(Dmot} Jmot; Rfmot

Fi1G. 2.16.: Réducteur

Positions et vitesses L’égalité des chemins parcourus (s(t) = 6(t)r) par la cir-
conférence des engrenages donne

ny 1
gmot ny = ech na = ech = Hmot = X7 emot (278)
(%) N
Il en est de méme pour les vitesses
ny 1
Wmot 11 = Wep N2 = Weh = — Wmot = 77 Wmot (279>
) N
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Couples De plus, la conservation de I’énergie d’un corps en rotation permet d’écrire
dWmot = C1mot demot = dWch = Cch dech

d’ou W0
Cch _ mot

L)
Cmot -

= =N 2.
dech n Cmot Cmot ( 80)

Parameétres de la charge ramenés vers le moteur Partant de la conservation
de la puissance entre I'entrée et la sortie du réducteur, on peut montrer que les
paramétres mécaniques de la charge (son inertie J.,, ses frottements Ry ., et son
élasticité k) sont vus par le moteur avec les valeurs suivantes

1 1 1
J = m Jch Rf = m Rf,ch R = ﬁ Reh (2.81)

Rendement Enfin, il ne faut pas oublier que le réducteur posséde sa propre inertie
et que son rendement n’est pas trés bon. Celui-ci dépend du type de réducteur, du
nombre d’étages et diminue d’autant plus que le rapport de réduction est grand.
Voici quelques chiffres pour un réducteur a pignons droits.

Rapport de réduction || 15 :1 | 30 :1 | 60 :1 | 100 :1
Nombre d’étages 3 3 4 4
Rendement 7 [%] 73 73 66 66

Le rendement 1 d'un réducteur entraine a une diminution du couple transmis a la
charge
Cch = WNCmot (282)

On peut alors montrer que le terme de transformation 1/N? des paramétres de la
charge vus par le moteur doit prendre en compte le rendement de la maniére suivante

1 1
— —

N2 n N2

(2.83)

Paramétres vus par le moteur Ainsi, dans les équations d’un moteur couplé a
une charge, il faudra bien prendre garde a reporter les paramétres globaux du moteur

et de la charge tels que
1

J = Jmot + W Jch (284)
1

Ry = Ry mot + n_NQ Ry cn (2.85)
1

K = Kmot T+ W Reh (286)
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2.7. Comportement d'un moteur DC

2.7.1. Paramétres d'un moteur

Afin de rendre les choses plus concrétes, appliquons ce que nous venons de voir en
considérant un moteur a courant continu réel de type Maxon RE75-118825 dont la
fiche technique est présentée dans la figure 2.17. Le moteur choisi a une puissance
de 250 W, pése 2.8 kg et mesure 75x75x201 mm?.

Lors de la lecture des caractéristiques techniques, il est important de bien considérer
la signification des grandeurs fournies par les catalogues car les appellations varient
d’un constructeur a 'autre. Dans notre cas, on a les équivalences présentées dans le
tableau 2.2.

| Catalogue | Cours |
Courant a vide I Courant asymptotique i, pour u(t) = Uy
Vitesse & vide ng Vitesse asymptotique n., pour u(t) = Uy
Courant de démarrage Courant a rotor bloqué Uy/R
Constante de vitesse Gain du moteur K,,,s ~ 1/Kg
Cte de temps mécanique | Cte de temps du moteur 7,,,s ~ JR/(K1+Kg)

TaB. 2.2.: Equivalence des appellations

De plus, parmi les nombreuses valeurs fournies par le constructeur, on ne gardera
? ?

que celles correspondant aux paramétres fondamentaux du moteur ainsi que les

paramétres du modéle d’ordre 1. Ces valeurs sont présentées dans le tableau 2.3.

‘ Paramétres ‘ Valeurs ‘ Unités H Symboles H Valeurs SI ‘ Unités SI ‘
Tension nominale 48.0 Vv Uy 48.0 Vv
Courant a vide 0.147 A Iy =i 0.147 A
Vitesse a vide 1940 tr/min Wo = Weo 203 rad/sec
Inertie du rotor 1420 gem? Tmot 0.142 - 1073 kgm?
Résistance du bobinage 1.42 Q R 1.42 Q
Inductance du bobinage 0.64 mH L 0.64-1073 H
Constante de couple 233 mNm/A Kr 0.233 Nm/A
Constante de vitesse 41.1 | (tr/min)/V Koot 4.3 (rad/sec)/V
Constante de temps 4 msec Timot 4.1073 sec

TAB. 2.3.: Paramétres fondamentaux d’un moteur et modéle d’ordre 1

2.7.2. Comportement statique

Couple maximum Le courant et le couple du moteur sont maximums lorsque le
rotor est bloqué car la fem Kpw(t) est alors nulle. Ils valent alors

Us
Lpuw = — = 34 [A Croaw = Ky =2 = 79N
0 = 3414 r 2 = 79[Nm
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maxon motor

RE 75

75 mm, Commutation Graphite, 250 Watt

Tow]

+0,011
+0,009

250 -0005
o 14 -0004

2,6 -02

15-02

32,9 -08 <2015

M5 x10 tief /deep

Caractéris

iques moteur:
Sans surveillance des balais
Avec surveillance des balais

Numéros de commande

[118819]118820 |{RFTPRN 118822 118823] 118824 [REYPXA 118826] 118827 |1 18528 |(RETEH]

250
48.0
1550
6.23
0.253
105
21.4
2.24
4000
3.21
933
249
85
291
329
4
1400
1.01
1.3
1.6
100

1 Puissance conseillée W 250 250 250 250 250 250 250
2 Tension nominale Volt 12.0 24.0 36.0 48.0 48.0 48.0 48.0
3 Vitesse a vide tr/min 1850 2770 2890 3100 2480 2300 1940
4 Couple de démarrage Nm 6.27 109 114 123 9.72 8.83 7.87
5 Pente vitesse/couple tr/min/mNm 0.314 0.263 0.259 0.257 0.260 0.264 0.250
6 Courant a vide mA 571 520 367 306 214 190 147
7 Courant de démarrage A 108 136 984 845 535 450 33.9
8 Résistance aux bornes Ohm 0.111 0.176 0.366 0.568 0.897 1.07 1.42
9 Vitesse limite tr/min 4000 4000 4000 4000 4000 4000 4000
10 Courant permanent max. A 10.00 9.70 7.23 598 4.89 453 3.98
11 Couple permanent max. mNm 581 775 841 869 889 888 924
12 Puissance max. fournie a la tension nom. W 273 748 838 973 618 521 393
18 Rendement max. % 77 84 85 86 86 86 86
14 Constante de couple mNm/A 58.1 799 116 145 182 196 233
15 Constante de vitesse t/min/V 164 119 821 657 526 487 41.1
16 Constante de temps mécanique ms 5 4 4 4 4 4 4
17 Inertie du rotor gcm? 1400 1460 1420 1400 1380 1360 1420
18 Inductivité mH 0.04 008 0.16 025 039 046 0.64
19 Résistance therm. carcasse/air ambiant KW 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3
20 Résistance therm. rotor/carcasse KW 1.6 1.6 1.6 1.6 1.6 1.6 1.6
21 Constante de temps thermique du bobinage s 100 110 100 100 99 97 100
utilisation Explications page 36
25E;Imin] Plage de puissance conseillée
250 Watt Plage de fonctionnement permanent.
3500 Compte tenu des résistances thermiques
(lignes 19 et 20) et de la température ambiante
a 25°C, la température max. du rotor sera atteinte.
2500 = Limite thermique.
1500
Fonctionnement intermittent.
500 La surcharge doit étre de courte durée.
" 500 1000 1500 2000 2500 M [mNm]
‘ N . SR S— Moteur avec bobinage & haute résistance
| - - - T T Moteur avec bobinage & basse résistance
5 10 15 20 25 1TA1

Construction modulaire maxon

Réducteur planétaire
1 mm

20-120 Nm

Détail page 167

Frein

75 mm
24 VDC, 1.2 Nm
Détail page 189
Codeur digital
HP HEDS 5540
500 imp., 3 canaux
Détail page 176
Codeur digital
HP HEDL 5540
500 imp., 3 canaux
Détail page 178

[118832]118833 118834118835 118836|118837][118838 ] 118839] 118840118841 118842

250 250 250
48.0 480 480
1270 1150 1020
493 448 391
0.261 0.261 0.265
79 69 58
138 114 882
347 421 544
4000 4000 4000
261 238 210
928 933 930
161 133 103
84 84 83
356 392 443
26.8 243 215
4 4 4
1360 1360 1340
151 1.83 234
13 13 13
16 16 1.6
97 97 95
|| Programme Stock

Programme Standard
Programme Spécial (sur demande!)

Systeme de surveillance des balais (Option)
Le signal de sortie est donné par un contact
unipolaire d’ouverture.

Puissance applicable au contact max. 3 W
Tension de coupure max. 150 VDC
Courant de coupure max. 0.25 ADC
Presse-étoupe PG 7
diametre d'ouverture 5-7mm
Connectique moteur
Cosse a cable rond 6 mm
Presse-étoupe PG 13
diamétre d’ouverture 8-15mm

section recommandée du cable 2 x 4 mm?
Jeu axial < 0,15 mm
Roulements a billes (fixe sur la face avant)
Charge maximum des roulements

axiale (dynamique) 70N
radiale (a 5 mm de la face) 350 N
Chassage (statique) 420 N
(statique, axe soutenu) 12000 N
Températures d'utilisation -20/+100°C
Température rotor max. +125°C
Nombre de lames au collecteur 26
Poids 28009

Les caractéristiques moteur du tableau
sont des valeurs nominales.

Option: Arbre de sortie avec clavette A5 de
passage (5x5x25 DIN 6885) sur demande

66 maxon DC motor

72
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2.7. Comportement d’un moteur DC

Fonctionnement a vide Par fonctionnement & vide, on désigne le comportement
du moteur seul (sans charge et sans couple extérieur) alimenté par sa tension nomi-
nale constante Uy. Dés que le régime transitoire est terminé, la vitesse et le courant
sont constants et on a

di(t) ,
L pr =0=u(t) — Ri(t) — Kpw(t)
Jdu;—it) =0=Kri(t) — Rsw(t)

De la premiére équation, on déduit le coefficient de force électromotrice K qui,
comme on peut le constater, est trés légérement supérieur a Ky

Kg

Upy—RI, 48—1.42-0.147 %
= = = 0.235
wo 203 { 1

rad /sec

De la deuxiéme équation, on tire le coefficient de perte mécanique

Ko, 233-0.14
_ Krly 0.233-0 7:0.17-10—3{

Nm
R
T 203 ]

rad /sec

Connaissant ces valeurs, on peut calculer le gain du moteur qui relie la vitesse de
rotation w., a la tension appliquée U,

K 0.233

Koot = =
" KyKp+ RR;  0.233-0.235+ 1.42-0.17- 1073

=4.23 [

On notera que le gain ainsi trouvé est pratiquement égal a la constante de vitesse
fournie par le constructeur

tr/min rad /sec
Kpote = 41.1 =4.
ot B =as [

Remarque Comme mentionné plus haut, on peut voir que le produit des para-
meétres de puissance est beaucoup plus important que le produit des paramétres de

perte
KrKp=55-10"° > RR;=024-10"°

2.7.3. Comportement dynamique

Dans le cas ou l'on bloque le rotor, le comportement électrique est décrit par la
constante de temps

Telt = 7= 0.45 [ms]

Inversement, si on fait tourner sur le rotor avec le circuit électrique ouvert, sa dy-
namique est décrite par

Timee = Rif = 840 [ms]
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2. MODELISATION DES SYSTEMES ANALOGIQUES

Ceci dit, il est trés important de réaliser que, a cause du couplage électromécanique-
mécanique, ces deux temps caractéristiques n’ont aucun intérét pratique dés I'instant
oll le moteur est entrainé par une tension électrique. Le comportement dynamique
du moteur ne peut alors étre connu qu’a partir de ’analyse des poles de sa fonction
de transfert

Kp 1

" KrKp+ RR _JRILR 5 L
rhp Ll 14 SKrKptRR; T 5 KrKptRE;

Gnot ()

Dans le cas particulier du moteur RE75, elle vaut

1

1 1

Gmot(s) =423

On en déduit immédiatement le gain statique du moteur qui relie sa vitesse a la
tension appliquée et les poles de Goi($)

—1901 [1/sec]

Woeo rad/sec

Kmot = 7 =4.23 |: \C, :| P12 =
0 —319 [1/sec]

Ceux-ci nous permettent de calculer les constantes de temps du moteur représenté

par un modéle d’ordre 2

1 1
7 = — = 0.53 [msec] 75 = — = 3.1 [msec]
[p1] |2

et de décrire le moteur par sa fonction de transfert d’ordre 2

1

=K
Gimor(5) " sm) (L+ s7)

(2.87)

Modeéle d’ordre 1 Dans le cas ou on néglige I'effet de 'inductance, on obtient un
modéle approximatif d’ordre 1 du moteur suffisant pour une premiére évaluation du
comportement dynamique du moteur. La fonction de transfert devient alors

1
Gmo = Kmo, P
t(S) ' 1 + s Tmot
N Kr 1
~ KTKE + RRf 1 -+ S—KTKéiRRf
D’ou
Kmot = KT ~ KT = L =4.23 rad/sec
KTKE+RRf Kr Kg Kg
JR JR

ot = ~ = 3.7 ~
Tomot Ky Kpt BR; ~ Ky ks [msec| ~ 7 + 7

La valeur de la constante de temps ainsi trouvée est trés proche de celle proposée par
la fiche technique 7,,,; = 4 [msec|. On notera que la constante de temps du moteur
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2.7. Comportement d’un moteur DC

est pratiquement égale a la somme des deux constantes de temps du systéme d’ordre
2 et qu’elle est plus grande que la constante de temps électrique mais beaucoup plus
petite que la constante de temps mécanique

Teit < Tmot < Tmec

Les graphes de la figure 2.18 illustrent le comportement du moteur RE75 représenté
par le modéle d’ordre 2 et celui fournit par le constructeur

1
Gore(s) =43 ———
rels) 1+4-10-3s

2000 - =i

1500 -

1000

n(t) [tr/min]

500 -

15 20 25 30

it) [A]

i(e0) = 0.147 [A] |

| 1 1
0 5 10 15 20 25 30
t [ms]

F1G. 2.18.: Vitesse de rotation et courant d’un moteur DC avec son approximation
d’ordre 1

2.7.4. Exemple

On charge un moteur RE75-118825 avec un disque en acier de diameétre D = 20 [cm],
d’épaisseur e = 2 [cm] au travers d’un réducteur planétaire GP81 de rapport N = 14
et de rendement n=75%. Afin de chiffrer les frottements agissant sur la charge, on
a lancé le disque seul sur son axe et on a observé qu’il s’arréte aprés environ 10
secondes. On demande de calculer

1. les parametres du moteur Kg et Ry;

2. les parametres de la charge men, Jon et Ryen;
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2. MODELISATION DES SYSTEMES ANALOGIQUES

la charge totale vue par le moteur;

les constantes de temps électrique et mécanique ;

la fonction de transfert du moteur et ses temps caractéristiques ;
son modeéle d’ordre 1 ainsi que son gain et sa constante de temps;

A

la vitesse de rotation n., du moteur et le courant consommé ., lorsque le
moteur est alimenté par sa tension nominale.

Une fois ces calculs fait, on esquissera les évolutions temporelles de la vitesse et du
courant.

Solution

Les paramétres intéressants fournis par la fiche technique du moteur RE75 sont les
suivants

R = 1.42Q Uy = 48V

L = 0.64mH Iy, = 147mA
Kr = 0.233Nm/A no = 1940rpm
Jmot = 1420g cm?

Connaissant les valeurs SI de
ot = 14201077 =1.42-10"* kg m?
Woo = 27n/60 = 203 rad /sec

on peut alors calculer les points suivants.

Paramétres du moteur K et Ry Du fonctionnement a vide du moteur, on tire

Up—RIy, 48—1.42-0.147 \Y
Kg = = =0.235
F Wo 203 [rad/sec}
Kpl, 0.233-0.147 [ Nm
Rt mot = = =0.17-10
Jomot wo 203 Lad/sec}

Parameétres de la charge Le disque en acier de rayon Ry = 0.1 [m] et d’épaisseur
eq = 2 [cm] posséde une masse et une inertie valant

mg = prRies = 7800 -7-0.17-0.02 = 4.9kg
R2
Jg= ded = 0.0245 kg m?

Le lancement du disque seul lancé sur son axe a montré qu’il s’arréte aprés environ
10 secondes. On en déduit que sa constante de temps vaut environ

ttrans
5)
et que les pertes mécaniques peuvent étre représentées par un frottement visqueux

dont le coefficient vaut
J; 2451073 kg m?

R = — =
fa T4 2 sec

T = 2sec

=12.2-107* Nm/(rad/sec)
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2.7. Comportement d’un moteur DC

Charge totale vue par le moteur Comme le disque es relié au moteur a travers
un réducteur de rapport N = 14 et de rendement = 75%, la charge totale entrainée
par le moteur vaut

1 -3 2
J:Jmot—Fde:OBOg'lO kgm

1
Ry = Ry ot + N2 R 4= 0251072 NM/(rad/sec)
n

Constantes de temps électrique et mécanique Par définition, celles-ci valent

L J

Fonction de transfert du moteur avec sa charge On a vu plus haut que la
fonction de transfert d’un moteur s’écrit

G (5) Kr 1
mot\$) = JRYLR 577
KrKp+ RRy 1+ SKTKE+R§%f + 52 KrKp+RR;
On en déduit son gain
K
Kpy= o0 2T _ 4.22rad/sec/V

“T Uy, KrKg+ RR;
qui peut étre calculé par rapport a ny, = weo/27/60

n 60
ot = — = Ko — = 40.3 Vv
A "o rpm/

Le dénominateur de Gpu($)

K,

) JR + LRy e JL
KTKE+RRf KTKE+RRf
= 14+7.95-102s+3.59-1076

D(s) = 1+

permet de calculer les poles et constantes de temps du moteur avec sa charge

_f —134 1/sec L= L [ 75 msec
Pr2 =191 —2086 1/sec 12_|p1,2| 1 0.5 msec

Modéle d’ordre 1 Dans le cas ou un des temps caractéristiques est trés petit par
rapport a 'autre, on peut considérer que le systéme d’ordre 2 peut étre assimilé a
systéeme d’ordre 1 :
D(s) = (14+sm)-(1+sm)

= 1+s(n+m)+snn

~ 1+s(n+m)
Ce qui conduit a un modéle décrit par

1 ~ 40.3[rpm/V]

l+s(r+m) 1+8-103s

Gmot7 n(S) ~ }(mot7 n
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2. MODELISATION DES SYSTEMES ANALOGIQUES

Evolution de la vitesse et du courant En régime permanent et & tension nomi-
nale, on a :
Noo = Uy Kpot,n =~ 1936 rpm

. UO - KE Woo
S
L’évolution de la vitesse de rotation et du courant consommé est illustrée par les

graphes de la figure 2.19 ot 'on a porté également les résultats de 'approximation
d’ordre 1.

~0.22A

2000 - =

1500

1000 m

n(t) [tr/min]

500 - : : -

0 10 20 30 40 50 60 70 80

35 T T T T T
a0l — (=) = 0.22 [A][
251 1
g 20 [ 7
£ 15 .
10 .
5 — -
o ! ! ! ] 1 1 -
0 10 20 30 40 50 60 70 80
t [ms]

Fi1G. 2.19.: Vitesse et courant d'un moteur DC chargé par un disque

2.8. Simulation d’un moteur DC

Dans cette section, on montre comment on peut obtenir des informations détaillées
concernant le fonctionnement d’un moteur DC grace a la simulation et, plus parti-
culiérement, comparer les réponses du modéle complet (ordre 2) avec celles de son
approximation d’ordre 1.

Remarque liminaire Matlab travaille avec des objets “fonction de transfert” définis
par la commande tf. Grace a cela, comme on va le voir, il est extrémement simple
de décrire des systémes linéaires et d’analyser leur comportement comme on le ferait
sur une feuille de papier.
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2.8. Simulation d’un moteur DC

Initialisation On doit d’abord initialiser le programme Matlab et fournir les gran-
deurs de la fiche technique.

% Simulation d’un moteur DC sans charge
% fmy - janvier 2006
clear all; close all; format compact; clc

% fiche technique du moteur RE075

U0 = 48 ; % tension nominale

I0 = 0.147; % courant & vide

n0 = 1940 ; % vitesse & vide en tr/min
KT = 0.233; % cte de couple

Kv = 41.1; % cte de vitesse

Jn = 0.142e-3; % inertie du rotor

R =1.42; % résistance aux bornes

L = 0.64E-3; % inductance aux bornes

Paramétres On calcule ensuite les paramétres intéressants du moteur.

% parametres du moteur

w0 = n0/60*2*pi % vitesse a vide en rad/sec

KE = (U0 - R*I0)/w0 7 constante de fem

Rf = KT*I0/w0 % coeff. de frottement visqueux
Cmax = KT*UO/R % couple maximum

Telt = L/R % cte de temps electrique

Tmec = Jm/Rf % cte de temps mecanique

Tmot = Jm*R/KT/KE % cte de temps du moteur

KT_KE = KT*KE % termes de puissance

R_RF = R*Rf % termes de pertes

Fonction de transfert du moteur Avec Matlab, le calcul de la réponse d'un
systéme linéaire se fait a partir de la donnée de la fonction de transfert. Dans notre
cas :

1
— Q(s) _
R R s s e
0Wn Whn
- Kr 1
— KTKE+RRf 1—|—S JR+LRy +82 JL

KTKE+RRf KTKE+RRf

Cette fonction de transfert est définie a ’aide de son gain, son numérateur et son
dénominateur

Ky | 1
Kpy=———T  N(s)=1 D(s)=1 L
'~ KKy + RE; () () =1+5 ="

n

% fonction de transfert du moteur
Kmot = KT /(KT*KE + R*Rf)
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2. MODELISATION DES SYSTEMES ANALOGIQUES

wn = sqrt ((KT#KE + R*Rf)/(Jm#L))
QO_wn = (KT*KE + R*Rf)/(Jm*R + L*Rf)
Q0 = QO_wn / wn

num_Gmot = 1 ;

den_Gmot = [1/wn~2, 1/Q0_wn, 1]
Gmot = tf (Kmot*num_Gmot,den_Gmot) ;

Vitesse de rotation Le calcul de la réponse du moteur a un saut de tension se
fait avec la fonction 1sim (simulation de systémes linéaires) a laquelle on passe la
fonction de transfert et le signal d’entrée.

% grandeurs temporelles
tmax = 30e-3; Npts = 1000 ;
dt = tmax/Npts ; tt = 0 :dt :tmax-dt;

% reponse indicielle

Umot = UQ*ones(size(tt)) ; % tension appliquée
Umot(1) = 0;

wt = 1sim(Gmot,Umot,tt) ; % rotation en rad/sec
nt = wt/2/pi*60 ; % rotation en tr/min
% graphes

subplot(2,1,1) ;

plot (tt*1000,nt, ’LineWidth’,2) ; grid on;
ylabel(°n(t) [tr/min]’) ;
axis([-2,30,-100,2100]) ;

Courant consommé Comme on vient de le voir, les réponses temporelles sont
calculées a partir des fonctions de transfert. Pour calculer le courant consommé, il
faut donc définir une fonction de transfert correspondant au courant. Celle-ci est
tout simplement égale a 'admittance représentée par la résistance et I'inductance

15) = 2% _1,(5) v (5) = (U(s) - KsU(s)) R Ji s

Connaissant la tension aux bornes de 'admittance Y'(s)
URL(t) = Uo — KE w(t)

on pourra calculer le courant i(t) avec la fonction 1sim puis le représenter dans un
graphe.

% courant

Ys = tf(1, [L,R]);
ut_RL = Umot - KE*wt ;
it = 1sim(Ys,ut_RL,tt) ;
it_inf = it(end)
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2.8. Simulation d’un moteur DC

% graphes

subplot(2,1,2) ;

plot (tt*1000,it, ’LineWidth’,2) ; grid on;
ylabel(’i(t) [Al’);

xlabel(’t [ms]’),

axis([-2,50,-1.5,35]) ;

% pose en p0 d’un rectangle blanc de cotes dp
p0 = [20,2]; dp = [9,8];

px = p0(1)+[0,0,dp(1),dp(1)] ;

py = p0(2)+[0,dp(2),dp(2),0];
patch(px,py,’w’) ;

% affichage du texte
texte = [’i(\infty) = ’, num2str(it_inf,3),’> [A]’];
text (p0(1)+0.1*xdp(1),p0(2)+0.5xdp(2) ,texte) ;

Dynamique du moteur Des informations particuliéres telles que les constantes
de temps 712 du moteur, la durée du régime transitoire, le courant et la vitesse
maximums peuvent étre affichées dans la fenétre de commandes avec ces quelques
lignes

% infos

pl2 = roots(den)

tau_12 = 1./abs(p12)
t_trans = 5*max(tau_12)
i_max = max(it)

n_max = max(nt)

Approximation d’ordre 1 Pour terminer I'analyse temporelle, il est intéressant
de comparer les résultats ci-dessus avec 'approximation d’ordre 1 proposée par le

constructeur 1

G(mo = Kmo 7 .
tVl(S) ' ]- + S Tmot

% approximation d’ordre 1 (fiche technique)
K_mot = 41.1; % tr/min/V
tau_mot = 4e-3;
Gmotl = tf(K_mot, [tau_mot,1]) ;
ntl = 1sim(Gmot1l,Umot,tt) ;
itl = UO/R*exp(-tt/tau_mot) ;
it1(1) = 0;
subplot(2,1,1) ; hold on;

plot (tt*1000,ntl,’ :?) ;
subplot(2,1,2) ; hold on;

plot (tt*1000,1t1,’ :?);
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2. MODELISATION DES SYSTEMES ANALOGIQUES

On peut alors noter que 'approximation, bien que grossiére, donne une assez bonne
idée du comportement du moteur. Les graphes associés a ces calculs sont présentés
dans la figure 2.20.

2000 =i

1500 -

1000 -

n(t) [tr/min]

500 -

15 20 25 30
35 T T T
30 =
25 o
z 20 [ T
Z 151 =
101 n
5| i(0) = 0.147 [A] o
(U | 1 1
0 5 10 15 20 25 30
t[ms]

F1G. 2.20.: Vitesse de rotation et courant d’un moteur DC

Réponse fréquentielle L’analyse du comportement du moteur peut étre complé-
tée par la représentation de sa réponse fréquentielle G(jw). Dans Matlab, celle-ci
se calcule aisément avec la fonction freqs(num,den,w). Le code nécessaire pour le
calcul et le tracage de la réponses fréquentielle est le suivant.

82

% reponse frequentielle

fmin =1; fmax = 1000 ;

ff = logspace(loglO(fmin),logl0(fmax),500) ;
Gmot_jw = freqs(num_Gmot,den_Gmot,2*pi*ff) ;
Gmot_db = 20%1logl0(abs(Gmot_jw)) ;

figure ;
subplot(2,1,1) ;
semilogx (ff,Gmot_db, ’LineWidth’,2) ; hold on;
semilogx ([fmin,fmax] , (max (Gmot_db)-3)*[1,1]) ; grid omn;
title(’Réponse fréquentielle d’’un moteur DC’) ;
ylabel (°G_{dB}(£)’) ;
subplot(2,1,2) ;
semilogx (ff, angle(Gmot_jw)/pi*180,’LineWidth’,2) ; grid on;
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ylabel(’\angle G(jf)’) ;
xlabel (’fréquence [Hz]’) ;

20 . ———y . ———y

107 e ——

I

GdB(f)

1

-10+

I

20+

-30 ; R S S| ; R S S | ;
10 10 10 10

I

-100

0 G(jf)

I

-150

-200 —_— S

fréquence [Hz]
Fic. 2.21.: Réponse fréquentielle d’'un moteur DC

L’observation de la réponse fréquentielle montre que la bande passante du moteur
a vide est légérement inférieure & 50Hz et que le moteur est donc capable de suivre
une commande sinusoidale d’une dizaine de Hz.

2.9. Conclusion générale

A P’issue de ce chapitre, il est intéressant de remarquer que pour étudier les systémes
analogiques on est amené & devoir utiliser ’ensemble des connaissances acquises
dans la formation de base des ingénieurs a savoir les mathématiques, la mécanique,
I’électricité, la physique, 1'électromagnétisme, la simulation numérique.

Comme on a pu le constater, I’étude de ces systémes nous oblige a faire la synthése
de notre savoir; chaque branche étudiée doit donc s’ouvrir aux autres sciences et
étre maitrisée si I’on veut les appliquer au monde réel.
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2.10. Exercices

Sanl 1 Le graphe de la figure 2.22 représente les résultats de mesure d’une bobine
a noyau ferromagnétique. Proposez un modéle pouvant représenter ces résultats et
tirez-en les valeurs des composants.

T T T T L

2GR 1]

B | [ . . ol | . ‘ . sl |
10° 10" 10 10° 10 10 10
fréquence [Hz]

F1G. 2.22.: Mesure de I'impédance d’une bobine

Sanl 2 On s’intéresse ici au mouvement d’une masse m suspendue a un ressort de
constante k£ et d’amortissement .

1. Dessinez le schéma technologique représentant ce systéme et écrivez son équa-
tion différentielle en considérant qu’on applique & la masse une force F(t).

2. Calculez la fonction de transfert G(s) reliant la position y(t) a la force F(t);
écrivez-la dans la forme canonique de Laplace. Tirez-en les expressions de w,, ¢

et Qo.

3. Montrez que les poles d’un systéme oscillant d’ordre 2 valent

P12 = _Cwn j:jwn V 1— C2

Sachant qu’on définit

1
T = et wy, =w, V1—(?
(wn
montrez que
wp = /w2 + !
n P2
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4. L’application a l'instant t = 0 de la force F'(t) = —mg conduit au mouvement
y(t) présenté a la figure 2.23. Déduisez de ce graphe la constante de temps de
I’amortissement et la période de 'oscillation. Tirez-en les valeurs numeériques

de wy,, ¢ et Q.

5. Sachant que la masse m vaut 100 grammes, calculez la constante de rappel du
ressort et le coefficient d’amortissement.

6. Comment justifiez-vous la valeur de la position finale (~ —62 mm) de la masse ?

y(®) [cm]

_10 - —

-12 1 1 1

temps [sec]

F1G. 2.23.: Position d'une masse suspendue a un ressort

Sanl 3 On considére un seau d’eau de diamétre D; = 25 [cm] dont la base est
percée d’un trou de diamétre Dy = 1 [cm]. Admettant qu’on le remplit avec un débit
constant de 1, 2 ou 3 [dl/sec|, calculez la hauteur d’équilibre et le temps nécessaire
pour l'atteindre. Quelle relation voyez-vous apparaitre entre le débit, la hauteur
atteinte et la durée de remplissage ?

Sanl 4 On s’intéresse ici au comportement d’une masse suspendue a un ressort
dont on a mesuré la caractéristique F'(y). Celle-ci est manifestement non linéaire
(figure 2.24). Le polynome d’ordre 3 passant au mieux parmi les points mesurés est
le suivant

F(y) = 11655y — 8365y* 4+ 2050 y — 160 [N]

On notera que cette expression n’a pas de sens en dehors du domaine mesuré car pour
une élongation nulle (y = 0), le ressort fourni une force négative (F(0) = —160 [N]).
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12

11

F(y) IN]

3 I I I I I I I I
0.16 0.17 0.18 0.19 0.2 0.21 0.22 0.23 0.24 0.25 0.26
y[m]

F1G. 2.24.: Caractéristique statique d’un ressort

0.21

0.205 ” q

o9t

0.19-

0.185

0.18 1 U 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t [sec] M = 0.8 [kg]

F1G. 2.25.: Position d’'une masse suspendue a un ressort
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1. Sachant que le point de suspension du ressort est fixe, dessinez le schéma
technologique représentant ce systéme et écrivez son équation différentielle
linéaire autour du point d’équilibre fixé par le poids de la masse.

2. Admettant que les pertes sont faibles, rappelez sous forme littérale ce que
valent la constante de temps d’amortissement et la période d’oscillation en
fonction de k et m.

3. Considérant que la masse suspendue vaut 0.4, 0.8 ou 1.0 |kg| et sachant que
le coefficient d’élasticité autour d’un point de fonctionnement est défini par

o

quels seront les positions d’équilibre et coefficients d’élasticité respectifs ?

_dF

k= —
dy

4. Si la masse oscille légérement autour de sa position d’équilibre, on peut consi-
dérer que le systéme est linéaire. L’enregistrement de la figure 2.25 permet
d’estimer que le coefficient d’amortissement A vaut environ 1 |[N/(m/sec)|.
Pour chacune des trois masses, calculez la période d’oscillation, la constante
de temps et le nombre de périodes visibles.

5. A partir de enregistrement de la position d’une masse de 0.8 kg (figure 2.25),
pouvez-vous trouver les coefficient d’élasticité k et de frottement A du ressort ?

Sanl 5 On considére ici le comportement d’un petit moteur DC (P=11W, D=32mm,
L=45mm) ; ses paramétres sont donnés dans le tableau 2.4. Calculez leurs valeurs
SI et complétez le tableau.

‘ Paramétres ‘ Valeurs ‘ Unités H Symboles H Valeurs SI ‘ Unités SI ‘
Tension nominale 18 Vv Uy \Y%
Courant a vide 37 mA Iy =i A
Vitesse a vide 8000 tr/min || wo = weo rad /sec
Inertie du rotor 18.4 gem? Imot kgm?
Résistance du bobinage 5.5 Q R Q
Inductance du bobinage 0.8 mH L H
Constante de couple 20.8 | mNm/A Krp Nm/A
Constante de f.e.m Kg
Coeff. de frottement Ry

TAB. 2.4.: Paramétres d’un moteur

1. Rappelez les équations différentielles du moteur DC. Que deviennent-elles en
régime permanent ?

2. De ces deux équations, tirez les deux parameétres Ky et Ry manquants dans
le tableau 2.4 ; précisez leurs unités.

3. Calculez la fonction de transfert du moteur G, (s) ; exprimez-la dans la forme
de Bode. Que vaut son gain (avec ses unités) ? Quelle signification lui donnez-
vous ?
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2. MODELISATION DES SYSTEMES ANALOGIQUES

4. Calculez les poles et les constantes de temps du moteur; que pensez-vous de
leurs valeurs respectives? Pouvez négliger 'une d’entre elles? Ecrivez 'ap-
proximation d’ordre 1 de G,u(S).

5. Ecrivez I'expression de la vitesse Q(s). Que valent ses poles ? Tirez-en la forme
générale de w(t). Calculez les vitesses w(04 ) et w(oo) ainsi que n(oo) [tr/min].
Conclusion ?

6. Esquissez avec soin 1’évolution de la vitesse du moteur lorsqu’on lui applique
la tension nominale.

Sanl 6 On considére ici un micro-moteur DC 3257 Faulhaber dont la fiche tech-
nique est donnée a la figure 2.26. Pour le moteur 24V, on demande :

1. De la fiche technique, extrayez les informations nécessaires & la modélisation
du moteur.

[\]

. Quel est le modeéle d’ordre 1 proposé par le constructeur 7 Que vaut le couple
maximum que peut fournir le moteur?

3. Calculez les coefficient de fem et de frottement ainsi que les constantes de
temps électrique et mécanique.

4. Calculez la fonction de transfert du moteur. Tirez-en le gain, les poles et
constantes de temps du modéle d’ordre 2. Est-il raisonnable d’adopter un mo-
déle d’ordre 17 Si oui, que vaut-il?

5. Comparez ces grandeurs avec celles fournies par le constructeur ainsi qu’avec
Telt et Tmec-

6. On alimente le moteur a sa tension nominale; calculez la vitesse de rotation
du moteur et le courant consommeé en régime permanent.

7. Esquissez les réponses indicielles n(t) et i(t).

Sanl 7 On charge un moteur Faulhaber 3257-24V avec un disque en acier de dia-
métre D = 8 [cm], d’épaisseur e = 2 [cm] au travers d’un réducteur G32-3 de rapport
N = 14 et de rendement 7=80%. Admettant que les pertes vues par le moteur ont
simplement doublé sous l'effet de la charge, calculez

1. le modéle d’ordre 1 de I'ensemble;;

2. la durée du régime transitoire, le courant consommeé i, et la vitesse n., de la
charge.

Sanl 8 On considére ici un micro-moteur DC RE13-118467 de faible puissance
et haute vitesse. De la fiche technique, on a tiré les paramétres présentés dans le
tableau 2.5.

1. Quel est le modéle d’ordre 1 proposé par le constructeur ? Que vaut le couple
maximum que peut fournir le moteur?
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DC-Micromotors
Graphite Commutation

2.10. Exercices

70 mNm

For combination with
Gearheads:

32/3, 38/1, 38/2

Encoders:

IE2-64 ... 512, 5500, 5540

3257 G 012 CR 024 CR 048 CR
1 Nominal voltage Un 12 24 48 Volt
2 Terminal resistance R 0,41 1,63 6,56 Q
3 Output power Pz max 79,2 832 84,5 W
4 Efficiency T max 83 83 a3 %
5 No-load speed No 5 700 5 900 5 900 rpm
6 No-load current {with shaft @ 5,0 mm) lo 0,258 0,129 0,064 A
7 Stall torque M 531 539 547 mNm
8 Friction torque Mr 4,9 4,9 4.9 mNm
9 Speed constant kn 500 253 125 rpm/V
10 Back-EMF constant ke 2,00 3,95 7,98 mV/rpm
11 Torgque constant ko 19,1 37,7 76,2 mNm/A
12 Current constant ki 0,052 0,027 0,013 A/mNm
13 Slope of n-M curve An/AM 10,7 10,9 10,8 rpm/mNm
14 Rotor inductance L 70 270 1100 uH
15 Mechanical time constant Tm a7 47 a7 ms
16 Rotor inertia J 42 41 42 gem?
17 Angular acceleration O max. 130 130 130 10%rad/s?
18 Thermal resistance Rin1/Rnz |2/8 KW
19 Thermal time constant Tw /Twe |17/810 s
20 Operating temperature range:
- motor -30... +125 °C
- rotor, max. permissible + 155 °C
21 Shaft bearings ball bearings, preloaded
22 Shaftload max.:
- with shaft diameter 5 mm
- radial at 3 000 rpm {3 mm from bearing) 50 N
— axial at 3 000 rpm 5 N
- axial at standstill 50 N
23 Shaft play:
- radial S 0,015 mm
- axial = 0 mm
24 Housing material steel, hlack coated
25 Weight 242 g
26 Direction of rotation clockwise, viewed from the front face
Recommended values
27 Speedup to Ne mas. 5 000 5 000 5 000 rpm
28 Torque up to Me max 70 70 70 mNm
29 Current up to (thermal limits) le max 4,60 2,30 1,15 A
Orientation with respect te motor G@
terminals not defined 0,006 0 0 0 o 0.5
6x M3 2 deep @5-0,010 ©13-0.05 @30-0.05 @32-0,1 216-0.015 5 -0,0 n
[®]w0.3[A _
fe0.] o8 r‘ — | o8 + f
L /()\ a
! i 7/
‘LL =1 . ,
I
IS0 1,5 =
+0,2
3,4 03 ‘ 5 3s015 | [10=03 1k
T ! ;005
22 | 9204 57 13202 3,5 *
= I~
3257 G L for Faston

connector 2,8 x 0,5

F1G. 2.26.: Fiche technique des moteurs Faulhaber 3257
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2. MODELISATION DES SYSTEMES ANALOGIQUES

’ Parameétres ‘ Symboles ‘ Valeurs ‘ Unités ‘
Tension nominale Uy 9.0 A%
Courant a vide Iy 28 mA
Vitesse a vide no 17200 tr/min
Constante de couple Kr 4.95 mNm/A
Inertie du rotor T mot 0.484 gem?
Résistance du bobinage R 3.5 Q
Inductance du bobinage L 0.11 mH
Constante de vitesse Koot 1930 | tr/min/V
Cte de temps du moteur Trmot 7 ms
Puissance P 2.5 W
Dimensions DxL 13x32 mm?
Poids m 25 gr

TAB. 2.5.: Paramétres d’un moteur DC RE13

. Calculez le coefficient de frottement ainsi que les constantes de temps électrique

et mécanique.

3. Dessinez le schéma fonctionnel du moteur avec le couple extérieur.

4. Calculez les fonctions de transfert tension-vitesse G.,t(s) = Q(s)/U(s), tension-

position Gy(s) = O(s)/U(s) et couple-vitesse G (s) = Q(s)/Cepi(s). Ecrivez-

les sous forme canonique.

5. Que valent le gain, les poles et constantes de temps du moteur ?

Comparez ces grandeurs avec celles fournies par le constructeur ainsi que 7.
et Tee. Est-il raisonnable d’adopter un modéle d’ordre 17 Si oui, que vaut-il 7

7. Est-il raisonnable de négliger les pertes ? Chiffrez 'erreur ainsi commise.

8. On alimente le moteur a sa tension nominale ; calculez la vitesse de rotation

10.

90

du moteur et le courant consommeé en régime permanent.
Esquissez les réponses indicielles n(t) et i(t).

On freine le moteur avec un couple extérieur Ctpy = 5 [mNm] ; que valent alors
la vitesse de rotation w., du moteur et le courant consommeé i, 7
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3. Eléments de régulation
automatique

La régulation automatique est une technique de 'ingénierie offrant les méthodes et
les outils nécessaires a la prise de controle d’une ou plusieurs grandeurs physiques
d’un systéme en vue d’en imposer le comportement. Avec le qualificatif automa-
tique, on admet qu’aucune intervention humaine n’est nécessaire pour atteindre cet
objectif.

Ce chapitre a pour but de sensibiliser I’étudiant & ce qu’est la régulation automatique
et lui donner une information suffisante pour aborder des problémes simples.

3.1. Schémas fonctionnels

Lorsque 'on veut décrire avec précision un systéme réel, on découvre fréquemment
que les choses ne sont pas simples, en particulier parce que des interactions existent
entre les parties. La démarche la plus simple consiste alors a remplacer chaque partie
par des blocs fonctionnels que I'on relie entre eux. La liaison des blocs entre eux forme
un schéma fonctionnel.

Cette représentation est abondamment utilisée car elle permet d’analyser un sys-
téme dans son ensemble sans s’encombrer des détails de réalisation. De plus, elle
correspond aux représentations utilisées dans les logiciels ou la programmation est
faite sous forme graphique (Simulink, Spice, etc).

3.1.1. Schéma a contre-réaction

Un schéma de base important est celui des systémes a rétroaction tel qu’il est illustré
par la figure 3.1. Il est constitué d’une branche directe dans laquelle on trouve le bloc
G(s) et d'une branche de rétroaction H(s) aboutissant au sommateur . Celui-ci
peut faire la somme ou la différence des deux signaux ; dans le premier cas, on parlera
de réaction positive et, dans le deuxiéme, de réaction négative ou plus simplement
de contre-réaction.

L’écriture des équations correspondantes et leur résolution nous permettent de rem-
placer I’ensemble du schéma fonctionnel par un seul bloc : la fonction de transfert
en boucle fermée G(s). Les équations correspondant au schéma sont :
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3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

FiG. 3.1.: Systéme a contre-réaction

F(s)=Y(s)H(s)
Y (s) = E(s) G(s)

En portant la premiére et la deuxiéme équations dans la troisiéme, il vient

Y(s) =

(W(s) = F(s)) G(s)
(W(s) = Y(s) H(s)) G(s)
W(s) G(s) =Y (s) H(s) G(s)

En regroupant les termes en Y (s), on obtient la relation fondamentale des systémes
a contre-réaction

_ Gl
1+ G(s)H(s)
On peut ainsi définir la fonction de transfert en boucle fermée
Y(s)  G(s)

W(s) 1+G(s)H(s)

Y (s) W (s) (3.1)

Gy(s) = (3:2)
Cette fonction de transfert est suffisamment importante pour qu’on lui donne le

nom de “formule de l'automaticien”. On notera que le produit G(s) H(s) forme la
fonction de transfert en boucle ouverte

Go(s) = = G(s) H(s) (3.3)

Dans cas particulier fréquent ou la branche de retour représentée par H(s) est un
simple fil (retour unitaire), on a bien évidemment,

d’ou

3.1.2. Schéma général d’'un systéme asservi

Un systéme asservi est généralement décrit a I'aide d’'un schéma fonctionnel (fi-
gure 3.2) constitué de blocs ayant chacun une signification précise (cf. tableau). Un
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3.1. Schémas fonctionnels

Consigne Ecart Commande Perturbation Grandeur réglée
V(t)i
w(t) e(t) u(t) x(1)
) P Régulateur —— | Actionneur ——» Processus >
Comparateur
y(t) o
apteur
Grandeur réglée
mesuree Systéme a régler
] Elément Fonction Exemple
Comparateur Il construit le signal d’erreur Amplificateur
P & différentiel
Régulateur Il tlh’aite le signal d’erreur et construit Régulateur PID
le signal de commande
d - Amplificat
Organe de Il agit directement sur le processus Hpiicatenr
commande de puissance
Processus L’installation & asservir Moteur
Il forme une image y(t) aussi fidéle Dynamo
Capteur . . 1 o
que possible de la grandeur réglée z(t) | tachymétrique
Signal | Remarques | Exemple |
Signal & poursuivre, généralement
Consigne w(t)| déterministe et défini pour une Une rampe [V]
application donnée
. " La vit d
Grandeur Grandeur physique (avec ses unités a vitesse €e
réglée z(?) propres [°C], [m], [m/s|) rotation
P [rad /sec|
G’rra{ldeur Ir’na’ge de la grandeur phys’ique,' L'image de la
réglée y(t) | généralement une tension électrique .
, vitesse [V]
mesurée [V]
Commande u(t) %ignal délivré par le régulateur a Tension de
lactuateur commande [V]
Signal aléatoire représentant les L.
. . . Couple extérieur
Perturbation  v(t) | perturbations intervenant sur le Nm|
systéme a régler
Beart e(t) Différence entre la consigne et la Tension d’écart

grandeur réglée mesurée y(t)

Vi

FIG. 3.2.: Eléments constitutifs d’un systéme asservi
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3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

exemple de composants et signaux est donné dans le cas particulier d’'un asservisse-
ment de la vitesse de rotation d’un moteur électrique. On notera qu’avec le schéma
adopté, le systéme a régler comprend tous les éléments (actionneur, processus,
capteur, etc) se trouvant entre la commande wu(t) délivrée par le régulateur et la
grandeur mesurée y(t).

3.1.3. Fonctions de transfert d’un systéme asservi

V(s)

FiG. 3.3.: Schéma fonctionnel universel

Les techniques de transformation et réduction des schémas fonctionnels permettent
de présenter le schéma fonctionnel d’un systéme asservi quelconque sous la forme
universelle de la figure 3.3. On notera que ce schéma universel est & retour unitaire
et que les fonctions de transfert décrivant I’ensemble du systéme asservi sont

— le régulateur ou organe de commande G,(s);
— la partie G,1(s) du processus avant le signal de perturbation v(t);
— la partie G,2(s) du processus apres le signal de perturbation v(t).

A partir de ces fonctions de transfert particuliéres, on peut calculer les fonctions de
transfert générales décrivant :

1. Le systéme a régler

Y(s)
G.(s) = = Ga1(8) Guals 3.5
(s) 06 oo 1(5) Gaz(s) (3-5)
2. Le systeme en boucle ouverte
Y(s)
GO - GC S Ga S 3 6
( ) E(S) boucle ouverte ( ) ( ) ( )

Dans ce cas, la branche de retour n’est pas reliée au comparateur.

3. Le systeme en régulation de correspondance

. Go(s)
oiy—0 11 Go(5)

dont le but est de suivre la consigne w(t).
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3.2. Analyse de systémes simples

4. Le systéeme en régulation de maintien

Y(s) Guals)

Gy(s) = Vs) e =15 c(s) Gols)

(3.8)

qui a pour tache de maintenir la grandeur réglée y(t) égale a la consigne w(t)
malgré la présence de perturbations v(t).

1.5 T T T T T T T T T T
w(t)
/\ —_—y(t)
s V/\v‘ |
0.5 o
oL ] ! 1 ! L ! L Nt~ T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1.5 T T T T T T T T T I
w(t)
- ==yt
/\ ~ A~ YO
1+ V N V N
05F - F L - — -]
1
1
1
ok I e s | | ; | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

F1G. 3.4.: Régulation de correspondance (en haut) et de maintien (en bas)

La figure 3.4 illustre les réponses temporelles obtenues dans les deux modes de régu-
lation automatique. Dans la réalité, les deux modes coexistent obligatoirement car le
régulateur réagit a toute forme d’erreur quelle qu’en soit la cause (consigne variable
w(t) ou perturbation aléatoire v(t)). La réponse compléte se calcule simplement par
superposition des deux réponses indépendantes

Y(s) = Yu(s) + Yo(s) = Gu(s) W(s) + G,(s) V(s) (3.9)
Par transformation inverse de Laplace, on obtient naturellement

Y(t) = yu(t) + yu(t) (3.10)

3.2. Analyse de systémes simples

On considére ici un asservissement trés simple constitué seulement d’un gain variable
K, positif et d’un systéme décrit par sa fonction de transfert G,(s) (figure 3.5).
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3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

Ko |—®) | Gy |8

F1G. 3.5.: Systéme asservi élémentaire

3.2.1. Systémes d’ordre 1

Considérons un systéme d’ordre 1 décrit par

Y(s) 1
U(s) 1+sT

Ga(s) =

La fonction de transfert en boucle ouverte vaut alors
_Y(s) 1
T E(s) "1+t

Elle est caractérisée par son gain K, et sa constante de temps 7.

Fonction de transfert en b.f. La fonction de transfert en boucle fermée se calcule
simplement a partir de la formule de 'automaticien pour donner

Y(s) u l—i-% K,
ClO=We T TR, 1K
(S) —+ a m -+ a + sT
En écrivant G(s) sous forme canonique
K, 1
Gyls) = .
1+ Ka 1+s 11K,

on voit que le systéme asservi est caractérisé par un gain inférieur a K, et une
constante de temps plus rapide que 7
K, T
<1 T =
’ '71¥K,

<T

Comportement transitoire On rappelle que le comportement transitoire des sys-
témes est décrit par les poles de la fonction de transfert. Dans ce cas, G(s) étant
d’ordre 1, il n’y a qu’un péle qui vaut
1+ K,
T

b1 =

Le pole étant a partie réelle négative, le systéme asservi sera toujours stable suivant
la valeur du gain, on obtient les réponses indicielles illustrées par les graphes de la
figure 3.6.
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1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
=
0.4 0.4
0.2 0.2
—_K =4
0 0 a
0 1 2 3 0 1
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
=
0.4 0.4
0.2 0.2
K. =8 K. =12
0 a 0 a
0 1 2 3 0 1
temps temps
A Im
. %
0
-1/t

FiG. 3.6.: Réponses indicielles d’un systéme asservi d’ordre 1 et déplacement du pole

b.f. dans le plan complexe
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3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

Lieu du podle en b.f. 1l est intéressant de constater que, lorsque le gain K, aug-
mente, le pole p; devient de plus en plus négatif. On voit ainsi que le systéme bouclé
est d’autant plus rapide que le gain K, est élevé. Une illustration du déplacement
du pole dans le plan complexe est présentée dans la figure 3.6.

3.2.2. Systémes d’'ordre 2

On reprend le systéme ci-dessus en lui ajoutant simplement une intégration

Y(s) 1

_Y(s) 1
T E(s) T "s(14s7)

On notera que sa réponse indicielle augmente linéairement avec le temps a cause de

I'intégrateur. Ce qui correspond au fait que le gain DC d’un systéme intégrateur est
infini.

Fonction de transfert en b.f. Le calcul de la fonction de transfert en boucle
fermée donne

1
Gf(S) = ;[//(9) _ Ka 5(1—}-571') _ Ka
(s) 1+Kam SZT+3+Ka
En écrivant G(s) sous forme canonique
1 1
Gy(s) = 1 5 7 2
PPem T8 s+ (2)

on voit que le systéme d’ordre 2 conduit & une fonction de transfert G ¢(s) caractérisée
par :

1. Un gain DC égal a 1 grace au terme intégrateur 1/s de la fonction de transfert
Go(s)
K;=1

2. Une pulsation naturelle variable qui augmente avec le gain K,
Wy =1/ —
-
3. Un coefficient d’amortissement qui diminue avec le gain K,

Wn, 1

- 2K, - 2VEK, T

¢
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3.2. Analyse de systémes simples

15

y(®)

Re

<
-1/t

F1G. 3.7.: Réponses indicielles d'un systéme asservi d’ordre 2 et déplacement des
poles b.f. dans le plan complexe
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3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

Comportement transitoire On voit ainsi (figure 3.7) que, dans un premier temps,
la rapidité de la réponse augmente avec K,. Puis, ( diminuant, la réponse devient
de plus en plus oscillante (¢ < 1) sans que la durée du régime transitoire ne change
car le produit (w, est constant

¢ 1 K, 1
wn: D — _— = —
2VK, T T 2T

On peut décrire plus précisément le comportement transitoire du systéme en calcu-
lant ses poles qui sont les racines du dénominateur

D(s) = s* + 20w, s + w?

Ces poles sont au nombre de 2 et valent

P12 = —Cw, £ (Cwn)2 —w?2 = —Cw, Twpy/2 -1
On voit ainsi que pour de faibles gains, on a

1
CZl ~ Kag_
4T

Ce qui conduit & deux racines réelles négatives :

une lente : p1 = —Cw, +w,\/(?—1<0
une rapide : P2 = —Cw, —wp\/(2—1<p; <0

Dans le cas de forts gains, on a

1
(<1 & K,>—
4T

Ce qui donne deux racines conjuguées complexes

P12 = _Cwn j:]wn V 1- C2

La partie réelle détermine la rapidité du systéme bouclé

1 1 5
= = =27
|Re (p12)]  Cwn

be

alors que la partie imaginaire fixe la pulsation d’oscillation de la réponse transitoire

wp = [Im (pr2)| = wnv/1 = ¢

Les deux poles étant a partie réelle négative, on en conclut que le systéme asservi
sera toujours stable quelle que soit la valeur de K, supérieure a 0.
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Lieu

3.2. Analyse de systémes simples

des podles en b.f. Une analyse plus détaillée de la valeur des poles p; o en

fonction du gain K, permet de voir les éléments suivants :

1.

Pour ¢ > 1, c’est-a-dire K, < 1/(47), les poles sont situés entre 'origine du
plan complexe et le pole en boucle ouverte —1/7

1
—— <pi2 < 0
-

Leur déplacement respectif conduit & une réponse indicielle qui tend de plus
en plus rapidement vers la valeur asymptotique.

Pour ¢ < 1, ¢’est-a~dire K, > 1/(47), les poles ont une partie réelle constante
et une partie imaginaire qui augmente avec K,

1

Re (pl,z) = —Cwp, = —Z

1 1
[m(pl’g)::l:wn 1-(2::&— TKa_Z
T

Comme la partie réelle reste constante, la rapidité du systéme ne change plus.
Par contre, comme la partie imaginaire augmente en valeur absolue, la période
d’oscillation diminue et le dépassement augmente fortement. En choisissant
¢(=1/ V2, on obtient un bon compromis entre la rapidité du temps de montée
et un faible dépassement.

Une illustration du déplacement des deux poles dans le plan complexe lorsque K,
varie de 0 & oo est présentée dans la figure 3.7.

3.2.3. Systémes d’ordre supérieur a 2

Comme exemple illustratif, considérons un systéme d’ordre 3 décrit par

1
(I+s7)(1+s7) (14 sT3)

Ga(s) =

La fonction de transfert en boucle ouverte vaut alors

_Y(s) !
G = By~ TG sm T om)

Elle est caractérisée par son gain K, et ses trois constantes de temps 7 2 3.

Fonction de transfert en b.f. Le calcul de la fonction de transfert en boucle
fermée donne

Gy(s)

1
— Y(S) . K‘l (1+s71)(1+s72)(1+s73)
- - 1
W(S) 1+ Ka (1+s71)(1+s72)(1+s73)
_ K,
K+ (1 4sm) (14 57) (14 573)

K,
1+ Ko+ (n+1m+7) s+ (mm+ 11+ mrs) 2+ (nimers) 3
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3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

On voit ainsi que le systéme d’ordre 3 bouclé sur lui-méme conduit a une fonction
de transfert Gs(s) d’ordre 3 caractérisée par :

1. Un gain DC
K,

K —
714K,

2. Un dénominateur d’ordre 3 dont les racines dépendent de K,,.

Lieu des pbles en b.f. Une analyse plus détaillée de la valeur des poles p; 53 en
fonction du gain K, permet de voir que les poles partent des poles en boucle ouverte
pour tendre vers trois asymptotes formant des angles égaux a 7/3. Une illustration
en est présentée dans la figure 3.8. On constate ainsi, que dans le cas de systémes
d’ordre supérieur a 2, la contre-réaction peut conduire & des poles a partie réelle
positive. Le systéme devient alors instable. Une illustration des réponses indicielles
est donnée a la figure 3.8.

3.2.4. Conclusions

Des trois exemples ci-dessus, on peut tirer les conclusions générales suivantes. Dans
un systéme asservi :

1. L’ordre du systéme asservi reste le méme que celui du systéme en boucle
ouverte.

2. Le gain en boucle fermée K est inférieur au gain K, ; il tend vers 1 si K,
devient infiniment grand.

3. Si le systéme contient une intégration, le gain en boucle fermée Ky vaut 1.
4. La rapidité du systéme bouclé augmente avec K.

5. I’augmentation du gain K, peut rendre le systéme asservi instable.
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15

y(t)

0.5t

15¢

y(®

0.5t

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
temps temps

FiG. 3.8.: Déplacement des trois poles b.f. dans le plan complexe et réponses indi-
cielles d’un systéme asservi d’ordre 3

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 103



3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

3.3. Calcul d’un asservissement de position

On considére a nouveau le moteur DC RE75 suivi d’un réducteur GP81 pour entrai-
ner un disque en acier tel qu’il a été étudié dans le chapitre précédent. Cependant,
afin de pouvoir asservir la position du disque, on y ajoute un amplificateur de puis-
sance et un capteur de position potentiométrique tournant sur 360° environ.

Sachant que le réducteur a un rapport N = 14 et un rendement n = 75% et que le
potentiométre est alimenté par £15[V], on demande :

1. Dessinez les schémas technologique et fonctionnel du systéme asservi compre-
nant Pamplificateur, le moteur (modéle d’ordre 1), le réducteur et le capteur
de position.

2. Calculez la valeur numériques des paramétres du moteur K¢, Tmor ainsi que
le gain Ky du capteur de position.

3. Calculez les fonctions de transfert en boucles ouverte et fermée.

4. Calculez le gain K, de 'amplificateur de puissance pour avoir une réponse
optimum.

5. Calculez le temps de réglage de la position du disque.

Solution

1) Schémas technologique et fonctionnel du systéme asservi
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3.3. Calcul d’un asservissement de position

2) Valeurs des paramétres K¢, Timot, Ko
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3) Fonctions de transfert en boucles ouverte et fermée
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3.3. Calcul d’un asservissement de position

4) Gain de P'amplificateur et temps de réglage de la position du disque

1.2 1.2
1 L
0.8}
<= 0.6}
=
0.4}
0.2
0 L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
1 o i f S
0.81 0.81
= 067} 0.6y
=
0.4} 0.4}
0.2} 0.2}
ol Ka =45 ot Ka =60
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
temps [sec] temps [sec]

Réponses indicielles d'un asservissement de position

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 107



3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

3.4. Etude d'un asservissement avec Matlab
Enoncé du probléeme On considére ici I’asservissement d’un systéme décrit par
les fonctions de transfert du régulateur G.(s) et du processus G,(s)

2+s 1
5s (5) 14 25+ 352

Ge(s)

Le but poursuivi est de trouver le gain K, de I'amplificateur afin que la réponse
indicielle ait un dépassement d’environ 10% (ceci est un bon compromis entre le
temps de montée et la durée du régime transitoire).

Initialisation du fichier On commence par écrire 'entéte d’un fichier que 1'on
enregistre sous un nom permettant de le retrouver facilement

% fichier : xple_asserv.m

% fmy - janvier 2006

% Analyse d’un asservissement
clear all; close all; clc;
format compact; format short g;

Donnée des fonctions de transfert Celles-ci sont décrites par le numérateur et
dénominateur fournis sous forme de polynomes en s dans I'ordre décroissant

% fonctions de transfert

num = [1,2] ; den = [5,0] ;

Gcs = tf(num,den) ;

num = 1; den = [3,2,1];

Gas = tf(num,den) ;

% fonction de transfert en b.o.
Ka = 1;

Gos = Ka *Gcs * Gas

Dans la fenétre de commandes, Matlab affiche alors le résultat suivant :

Transfer function :
s + 2

15 873 + 10 s™2 + 5 s

Dynamique du systéme en b.o. Pour connaitre le comportement transitoire,
on extrait les numérateur et dénominateur de G,(s) afin de calculer les poles du
systéme :

[num_Go, den_Go] = tfdata(Gos, ’value’) ;
zk = roots(den_Go)
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3.4. Etude d’un asservissement avec Matlab

pk = roots(den_Go)

tau_k = 1 ./ abs(real(pk))
T_k = 2*pi ./ abs(imag(pk))
t_trans = bxtau_k

N_osc = t_trans ./ Tp_k

On obtient alors les résultats suivants :

zk = pk =

-2 -0.333 £ j0.471
tau_k = T k =

Inf Inf

3 13.329

3 13.329
t_trans = N_osc =

Inf NaN

15 1.1254

15 1.1254

La constante de temps 7, et la période T} infiniment grandes proviennent du pole
nul di a Pintégration. Pour le reste, on voit que le systéme en boucle ouverte a un
comportement légérement oscillant durant environ 15 secondes. Une illustration de
la dérivée du signal de sortie en b.o. est donnée dans le premier graphe de la figure
3.9.

Fonction de transfert en boucle fermée Avec K, = 1, le calcul de la fonction
de transfert en boucle fermée

Gfs = Gos / (1+Gos)
fournit le résultat suivant

Transfer function :
15 874 + 40 s°3 + 26 872 + 10 s

225 876 + 300 s°5 + 265 s74 + 140 8”3 + 50 872 + 10 s

Ce résultat est surprenant, car on sait que la boucle d’asservissement ne change
pas l'ordre du systéme qui dans notre cas vaut 3. Le résultat ci-dessus vient du fait
qu'une simplification est possible entre le numérateur et le dénominateur. On peut
le voir en demandant Paffichage de G(s) avec la fonction zpk (zéro, pole, gain) :

zpk (Gfs)
qui affiche le résultat suivant

Zero/pole/gain :
0.0667 s (s+2) (s”2 + 0.6667s + 0.3333)

s (s+0.4431) (s~2 + 0.2236s + 0.3009) (s~2 + 0.6667s + 0.3333)
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On voit alors qu'une simplification par s (s~2 + 0.6667s + 0.3333) est possible.
Celle-ci s’obtient avec la commande minreal (réalisation minimum) :

Gfs = minreal(Gfs)
On obtient alors le résultat attendu :

Transfer function :
0.06667 s + 0.1333

73 + 0.6667 s”2 + 0.4 s + 0.1333

Analyse du systéme asservi Le systéme décrit par la fonction de transfert ci-
dessus est d’ordre 3. Il posséde un zéro et trois poles

2 = —2[1/sec]
p1 = —0.443[1/sec]
pas = —0.1118 % j0.537 [1/sec]

On en déduit les temps caractéristiques suivants

7 = 1/0.443 = 2.26 [sec]
T3 = 1/0.1118 = 8.94 [sec]
tirans = ) To3 = 44 [SGC]
Tpos = 2m/0.637 = 11.7 [sec]
Nose = 57o3/Tp23 = 3.8 [périodes]

Du théoréme des valeurs limites, on tire les valeurs initiale et finale de sa réponse
indicielle

1 0.1333
= 0) = Y ()l =5 Gyls) = B2
S S—00 S §T00
1 0.1333
y(t — 00) = sY(s)|, , = Sng(S)LO T 01333

On peut ainsi relever que grace au terme d’intégration présent dans G.(s), la valeur
finale y(o0) est égale a la consigne. Par contre, cette réponse indicielle est loin d’étre
optimale puisque 'on peut compter presque quatre périodes d’oscillation pendant
la durée transitoire ; ce qui est confirmé par le deuxiéme graphe de la figure 3.9. On
est donc amené a devoir réduire le gain K, du systéme asservi pour diminuer cette
oscillation et, éventuellement, réduire la durée de réglage ou, ce qui est équivalent,
son temps d’établissement.
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Réponse indicielle en b.f. Pour le calcul et tracage de celle-ci, il faut définir
auparavant le domaine temporel et la consigne w(t) :

% reponse temporelle

npts = 1000 ; tmax = 30;

dt = tmax/npts ;

tt = 0 :dt :tmax-dt;

% saut de consigne d’amplitude A

A=2;
wt = Axones(size(tt)) ;
wt(1) = 0;

On calcule ensuite la réponse temporelle & un signal quelconque avec la fonction
1sim (simulation de systémes linéaires). Dans le cas de réponse indicielle, on peut
se contenter d’utiliser la fonction step. Le calcul et tragage des réponses indicielles
pour différentes valeurs de gain K, sont illustrés dans la figure 3.9.

figure ;
Ka = [0.2,0.3,0.5,0.65] ;
for k1 = 1 :length(Ka)
Gfs = Ka(kl)*Gos / (1+Ka(kl)*Gos) ;
Gfs = minreal(Gfs) ;
yt = lsim(Gfs,wt,tt) ;
subplot(2,2,k1) ;
plot(tt,yt,’LineWidth’,2) ;
axis([-0.5,tmax,-0.05,2.5]) ; grid on;
texte = [’K_a = ’, num2str(Ka(kl),2)] ;
if (k1 == 1) | (k1 == 3), ylabel(’y(t)’), end;
if (k1 == 3) | (k1 == 4), xlabel(’temps’), end;
legend(texte,4) ;
end ;
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15
05
0.4
503 _
S =
202
0.1
0 [=—"te]|
0 10 20 3 40 50
temps temps
1.2 ] 1.2
1
08
g 0.6
0.4
0.2
K =03
0 a
0 10 20 3 40 50
1.2 ] 1.2
1 1 —
0.8 1 08
S o6 1 0.6
0.4 1 0.4
0.2 1 0.2
K =05
0 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
temps temps

F1G. 3.9.: Réponses indicielles d’un systéme asservi avec son optimisation
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3.5. Une application : le circuit PLL

Les circuits & verrouillage de phase, communément désigné sous le nom de PLL
(Phase Locked Loop) sont employés dans de trés nombreuses applications telles
que la démodulation de fréquence, la démodulation d’amplitude, la multiplication
de fréquence, la synchronisation de signaux, etc. Vous trouverez une description
détaillée du fonctionnement des PLL avec de nombreux exemples d’applications
dans I'ouvrage de Michel Girard |2].

_>
Détecteur | Y3(1) Filtre us(t) ua(t)
de phase > asse-bas > vCo -
—_— p p

| | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
temps [ms]

Fi1G. 3.10.: Schéma de principe et signaux temporels d’'un PLL

Les éléments nécessaires a la réalisation d’un tel systéme sont présentés avec les
signaux dans la figure 3.10. On y trouve un détecteur de phase, un filtre passe-bas
et un oscillateur commandé en tension (VCO). Avec le circuit PLL, on asservit la
fréquence de l'oscillateur interne de maniére & le synchroniser au signal de référence
appliqué en entrée. Ce circuit est donc un systéme a contre-réaction dont le signal
d’entrée est la pulsation wq () de la tension u, () alors que le signal de sortie est la
pulsation ws(t) de la tension us(t). L'illustration des signaux présents dans un circuit
a verrouillage de phase montre trés bien que, dans un premier temps (3msec environ),
le PLL tente de “s’accrocher” au signal d’entrée. Dés lors qu’il y est parvenu, il se
comporte comme un systéme linéaire.

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 113



3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

3.5.1. Démodulation FM

Afin de rendre les choses plus concrétes, on peut encore décrire et observer les
signaux rencontrés dans une opération de modulation—démodulation (figure 3.11 ).

Ces

1.

A AN

signaux correspondent a I’émission et réception de signaux FM. On y trouve :

Le message a transmettre représenté ici par une sinusoide de fréquence f,,=
1kHz.

Le signal envoyé par I’émetteur, de fréquence centrale f.—= 15kHz, qui transmet
le message en variant légérement celle-ci.

Le signal binaire lui correspondant.
Le signal de sortie du PLL.
Le signal fourni par le détecteur de phase.

Le signal démodulé comparé avec le message original.

message \/\/\/\/\/

signal émis

3
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I
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c I
]
: :
: -
: I
C ¢
)
I
]
r
]
I

x
o
g
,
,
:
:
)
¢
J ¢
=——=——
: :
C -
C 1
,
: [
:

message retardé

signal démodulé

0 2 3 4
temps [msec]

-
&

Fia. 3.11.: Signaux d’un modulateur-démodulateur FM

Il est bien clair que les fréquences d’un systéme FM réel sont différentes puisque
les émetteurs de radio FM transmettent les signaux audio (50Hz & 20kHz) avec une
fréquence centrale d’environ 100MHz.
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9| SOURCE |10 SFout
FOLLOWER
VCOjp RsF
PCAin 14 EXTERNAL =
@ FREQUENCYf — 5 | PHASE J2ORT3E o pice . vco 4 VCOout
COMPARATOR [ PC 1oy FILTER ™ @ FREQUENCY Nf =f

PCBiy OR CIB
PC2ut R1
r————" 1 1 '

EXTERNAL
| ExTeR
e

I_COUNTER

Typical Low-Pass Filters

Typically:
() R3 (a) R3 ypically 6N N
OUTPUT ouTPUT - 6N _
INPUT © VCVZV T—° — INPUT RaCa =g " 2nAf
~ 1 /27 R4
T =3 VR3 C2 (R3 + 3,000Q) C, = 1OONAf g )
fmax2

:EC2

Af=fmax - fmin

NOTE: Sometimes R3 is splitinto two series resistors each R3 + 2. A capacitor C¢ is then placed from the midpoint to ground. The value for
C¢ should be such that the corner frequency of this network does not significantly affect w,. In Figure B, the ratio of R3 to R4 sets the
damping, R4 = (0.1)(R 3) for optimum results.

LOW-PASS FILTER

Filter A Filter B
Definitions: N = Total division ratio in feedback loop
K¢ =Vpp/n for Phase Comparator 1 _ [K¢Kvco _ K¢pKvCo
K¢ =Vpp/4 = for Phase Comparator 2 On = NR3C> On = NC>(R3 + Ry)
Kyco = 2rAfvco
" -2V Nw, N
oo 27 f , L= s — T=05wp R3Cy + ———)
for a typical design o = o (at phase detector input) 2KpKvco KpKvco
= 0.707 R3CoS + 1
¢ =070 Fs) ==t | F) = ™
R3C,S + 1 S(R3C, + RyCy) + 1
Waveforms
Phase Comparator 1 Phase Comparator 2

VbD

v
PCAin bo PCAip

Vss \ \ Vss

VOH | l VOH
PCBin | | | PCBin l | | }
— VoH 0 |_| VoH
PC1
out VoL U OL

VoL VoL
—V
VO0in S~ T T or PC20ut _| I—Ui o
— VoL
VCOj, _VOH
— VoL
1 .
fmin=—""—" (Vco input=Vgg)
R2(Cq +32 pF)
1 .
fmax=—"—"—"— +fmin (Vco input=Vpp)
R1(Cq +32 pF)
Where: 10K <R <= 1M
10K <Rp<1M
100pF < Cq < .01 uF

Fic. 3.12.: Extraits de la fiche technique du circuit MC14046B
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3.5.2. Description d'un circuit PLL

Le circuit analysé par la suite est un 4046B (figure 3.12) pouvant travailler jusqu’a
des fréquences de quelques MHz. 11 est constitué de deux détecteurs de phase (nom-
més [ et IT), d’'un VCO et d’un amplificateur suiveur de tension. Pour mener a bien
son étude, il faut commencer par décrire exactement ce que fait chaque partie du
circuit PLL.

Détecteur de phase

Le détecteur de phase I, dont on s’occupera ici, est une simple porte XOR recevant
deux signaux carrés (figure 3.13). Son signal de sortie est un signal rectangulaire
dont le rapport cyclique dépend de la différence de phase entre les signaux d’entrée.
La tension moyenne, obtenue par filtrage passe-bas, est donc une mesure directe de
ce déphasage

v
Us. moy = % Ap (3.11)

Filtre passe-bas ou a retard de phase

Le filtre passe-bas, nécessaire pour transmettre au VCO la tension moyenne en
provenance du détecteur de phase, est un circuit externe composé de une ou deux
résistances (Rs et Ry) et d’une capacité Cy (figure 3.14).

Caractéristique du VCO

Le domaine de fréquence dans lequel travaillera le VCO est choisi a ’aide des com-
posants externes Ry, Ry et (. La caractéristique d’'un VCO est présentée dans la
figure 3.15a . On y voit que pour une tension d’entrée comprise entre V,,;, et Vpp,
la fréquence varie entre f,.;, et fiae €t que fo est la fréquence obtenue lorsque
U, = Vpp/2. Ces trois fréquences dépendent essentiellement des composants ex-
ternes Ry, Ry et C; et relativement peu de la tension d’alimentation Vpp.

A la lecture des données fournies par les fabricants, on constate que les relations
permettant d’évaluer la caractéristique du VCO sont trés variables. On peut ce-
pendant retenir les relations suivantes valables pour une alimentation unipolaire
VD D = 5 [V] . .

fmin — R2 (Cl + Cp)

1
Ry (Ch1+Cp)
avec 10k < Ry, < 1M, 100pF < ) < 10nF et C, ~ 35pF. On admet générale-

ment que oscillateur est au repos lorsque la tension d’entrée vaut Vpp/2. 11 oscille
alors & sa fréquence de repos fj.

fmax = fmzn + (313)
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uq(t)
N S N
A L up(t) |
C | B |
XOR 2—~ __| ! | | |
B | |
us(t) 1 1
J e JT T
1 1 1 t
o] At T2 T
1 : 1 (p‘
0 Ao T 2n
F1a. 3.13.: Signaux d’un circuit XOR
R3 R3
1 1
L | L |
R4
Uz : Co Uy U3 Uy
_|_ Co
FiG. 3.14.: Filtre passe-bas et filtre a retard de phase
A fueo - Voo
fmaxf
us | & 5 veo 16 | ua()
—| 9 4 —>
11 12 6 7
fo |
R4 Ro }»
fmin— C1
U
i (b)
0 -

F1G. 3.15.: Caractéristique d’un VCO (a) et son schéma de réalisation (b)

®1

Ui

A®

Gq(s)

Ap

\ 4

Ko

us

\

Ga(s)

Ug

> Kyco

2

\

F1G. 3.16.: Schéma fonctionnel d’un circuit & verrouillage de phase
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3.6. Analyse du PLL en mode synchronisé

Nous considérons dans cette analyse la situation ou le circuit PLL est déja syn-
chronisé sur la fréquence du signal extérieur. Le PLL est alors capable de suivre les
variations de cette fréquence et son comportement peut étre étudié a ’aide d’un mo-
déle linéaire. Ce modéle linéaire est décrit par le schéma fonctionnel de la figure 3.16.
On y trouve :

1. Le comparateur qui fait la différence des pulsations :
Aw(t) = wi(t) — wa(t)

2. Le bloc qui fournit le déphasage instantané Ap(t) a partir de la différence des
pulsations :
t t
Ap(t) = / (wr(t) — wa(t)) dt / Aw(t)dt
0 0
En terme de fonction de transfert, ceci se traduit par

Ad(s) 1
G = = - 3.14
{(5) = R0 = 5 e (3.14)
3. Le détecteur de phase qui relie la tension uz(t) au déphasage est décrit par son
gain :
AUg A%
=—5 | 1
YT Ap [rad] (3.15)
4. Le filtre qui sert a lisser les variations de la tension us(t) :
U4(S> V
G = = 3.16
2<5) U3<S) VvV ( )
5. L’oscillateur (VCO) décrit par son gain :
Aw, [rad/sec
Kyeo = 3.17

3.6.1. Remarques importantes

A ce stade, il ne faut pas oublier que les signaux physiques sont uniquement des
tensions :

la tension d’entrée w(t),

la tension de sortie du VCO uy(t),

la tension de sortie du détecteur de phase us(t),
la tension de sortie du filtre passe-bas wuy(t).

Mais, les grandeurs qui nous intéressent sont :

les pulsations w(t) et wy(t)
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— les phases () et po(t) ou, leur différence, le déphasage Ap(t) = ¢1(t) — pa(t).

Contrairement & ’habitude prise en analyse fréquentielle, il faut bien voir que ces
pulsations et phases sont des variables temporelles. Afin d’insister sur ce point,
les grandeurs indiquées au-dessus des lignes du schéma fonctionnel sont celles sur
lesquelles nous portons notre attention alors que les tensions mentionnées au-dessous
ne sont que leurs correspondants.

De plus, il est important de comprendre que le comparateur X, Uintégrateur Gi(s)
et le gain K, n’existent pas séparément : ils sont inhérents au détecteur de phase.

3.6.2. Choix du filtre

Le but du filtre passe-bas est de transmettre au VCO la composante moyenne du
signal provenant du détecteur de phase. Un simple filtre passe-bas d’ordre 1 suffit
en principe. Cependant, lors des essais du circuit PLL, on se rend compte que le
filtre & retard de phase (atténuateur des hautes fréquences) facilite 'accrochage au
signal d’entrée. On 'utilise donc de préférence au filtre passe-bas (figure 3.14), méme
si la restitution de la composante moyenne contient des discontinuités. On montre
aisément que sa fonction de transfert est

1+ sCyRy 1+3/W4
G = = 3.18
2(8) 1+802(R3+R4) 1+8/W3 ( )
3.6.3. Fonction de transfert en boucle ouverte
La fonction de transfert du circuit PLL en boucle ouverte vaut
Qs(s) rad /sec
= = K, Koy - 1
Gols) AQ(s) Gi(s) - Ko Kuco - Gafs) [rad/sec (3.19)
Afin d’alléger ’écriture, on définit le gain statique en boucle ouverte K,
K=K, Ky |— (3.20)
bo = hp vCo sec .
La fonction de transfert en boucle ouverte s’écrit alors :
Qs(s) 114 s/wy [rad/sec
o = — K o — 2]_
Gols) AQ(s) 51+ sjws |rad/sec (3:21)
3.6.4. Fonction de transfert en boucle fermée
La fonction de transfert en boucle fermée est décrite par :
Qa(s) Go(s) rad /sec
G = = 3.22
() Qi(s) 14 Gy(s) |rad/sec (3:22)
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Cette fonction de transfert Gy(s) traduit, dans le domaine complexe, la relation
existant entre la pulsation wy(t) de la tension d’entrée u;(t) et la pulsation wy(t) de
la tension de sortie us(t). Tenant compte de G,(s), il vient :

Ky, . 1+5/W4

Gf(S) _ s 1+s/ws
Ky, 1+s/w
1+ Sb ' 1+s/w§

Multipliant numérateur et dénominateur par s (1 4+ s/ws), on obtient
Ko (1 + s/wy)
s (14 s/ws) + Kpo - (14 s/wy)
Ko - (14 s/wy)
Ko+ 8- (1+§—’;) + =

Gy(s)

Puis, divisant numérateur et dénominateur par K., on obtient la forme canonique
de la fonction de transfert décrivant le fonctionnement du circuit PLL :

(1+S/W4)

Gy(s) = = . (3.23)
1+s- <K_bo+w_4) +Kbow3
On voit donc que la fonction de transfert G(s) est de la forme :
14+ =
Gy(s) = = (3.24)

- 2
120+ ()

On y trouve un numérateur d’ordre 1 avec sa pulsation caractéristique wy, un dé-
nominateur d’ordre 2 caractérisé par sa pulsation naturelle w, et son coefficient

d’amortissement ( :
Wn = v Kbo T W3 (325)
1 1 1
20=— =wy- + — 3.26
¢ Qo (Kbo w4) (3.26)
La réponse indicielle d’un systéme décrit par cette fonction de transfert dépend

fortement du coefficient d’amortissement (; elle est représentée dans la figure 3.17
pour différentes valeurs de (.

3.6.5. Calcul de w; et wy

Dans I’étude générale des régimes transitoires, on a vu que 1’on choisit généralement ¢
compris entre 0.5 et 1 pour avoir un bon compromis entre un temps de montée
rapide et un temps d’établissement court (figure 3.17). Le temps de réponse ou
d’établissement du régime permanent a 5% prés vaut alors

3

Cwn

t5% >~ 37'bf = (327)
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3.6. Analyse du PLL en mode synchronisé

1.6

14

12

1059

95%

0.8
0.6
0.4

0.2} J

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

temps * @, [--1

FiG. 3.17.: Réponses indicielles d’un circuit PLL en boucle fermée

Se souvenant que le gain en boucle ouverte K3, dépend uniquement du comparateur
et du VCO,

1

Kbo = KSD . cho |:&:| (328)
les équations (3.25) et (3.26) montrent que le temps d’établissement t55, dépend
essentiellement de la synthése du filtre passe-bas au travers de ses deux pulsations
caractéristiques w3 et wy. Il faut donc trouver ces deux pulsations a partir de t5y et
. De 'équation (3.27), on tire

3

Clsn

Portant w,, dans les équations (3.25) et (3.26), on obtient alors les deux pulsations
recherchées

Wy,

(3.29)

2

w,
3 = —= 3.30
3 Kbo ( )
2 1\ W - Ko
_ (2% _ _ Wn -l 3.31
. (Wn Kbo) 2< : Kbo — Wn ( )
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3.7. Calcul d’un circuit PLL

Dans ce qui suit, on souhaite réaliser un circuit PLL caractérisé par :

sa tension d’alimentation : Vpp = 5[V]

son domaine de fréquences : 0 < f < 25 [kHz|

un temps de réponse de 59 ~ 1 [msec|

un coefficient d’amortissement ¢ ~ 0.25 ou Qg = 1/(2¢) ~ 2.

3.7.1. Schémas fonctionnel et de réalisation

1 5 AO)» 1 Ap " Uz | 1+sTy ug K, 02
Uy S ¢ 1+sT3 co Up
Circuit XOR
_ Vbb

3 xoR| wat) 12w [8 5 oo o] | w
ur(h) 2 ] > 9 4 >
2 14 11 126 7

R4
Ry RQD
___ G C1

L

122 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



3.7. Calcul d’un circuit PLL

3.7.2. Détecteur de phase (XOR)

3.7.3. Filtre a retard de phase
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3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

3.7.4. Oscillateur

3.7.5. PLL en boucle ouverte
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3.7. Calcul d’un circuit PLL

3.7.6. PLL en boucle fermée
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3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

3.7.7. Calcul du filtre

Les résultats de la simulation de ce circuit sont présentés dans la figure 3.18. On
peut constater que le temps d’établissement souhaité t5, ~ 1 ms est bien respecté.
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3.7. Calcul d’un circuit PLL

PARAMETERS:
fmin=0
VDD =5V
Kvco = 52.4k
U1A oy
1 \:>J—‘ : f i B
DD xor. iltre integr in out
fm in 2 )] 7486 AN IN+OUT+ I>J
I>J /i 55k Kvco N- OUI- 0
0 VDD/3.5 R2 1Meg
1Meg > 3k
V3 EVALUE
gg&;; 01 f\) J P § 1R3 sin(6.28*fmin*time + V(integr))
= k
FC = 15K
MOD =0 = c1
FM = 1K 1on
_L_
o
XOR avec )
adaptation de Filtre vCo
niveau passe-bas
20 T T T T

LA AR AR RN

Xxor

0.5F Partie linéaire normalisée de la réponse indicielle —

ol /\/\'l\'\f\ I I I I I
0.5

1 1.5 2 25 3 3.5
temps [msec]

F1G. 3.18.: Schéma de simulation et résultats avec f; = 0.6 fi,0. = 15 [kHz]
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3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE
3.8. Simulation d’'un circuit PLL

Le schéma de simulation proposé dans la figure 3.18 est tiré d’une note d’application
de MicroSim |3]. C’est une trés jolie illustration de la maniére dont on peut résoudre
avec Spice un probléme décrit mathématiquement : ici, le fonctionnement du VCO.
La description mathématique de celui-ci doit traduire le fait que la pulsation w(t)
du signal de sortie est commandée par la tension d’entrée w;,(t).

Partant de la description fondamentale d’un signal sinusoidal (avec Pargument 6(t)
et non la pulsation w(t)), on a

Upeo(t) = Asin(0(t)) avec 0(25)5/0 w(t) dt

Comme la pulsation générée par le VCO vaut
w<t) =27 f(t) =2m (fmm + Kzljco u”l(t))

il vient

0(t) = /Otw(t) dt = 21 /Ot Foin + K s (1)) dt

t
0(t) = 27 frnint + Koco / Uin () dt (3.32)
0

C’est cette derniére équation qui est introduite dans la partie VCO de la simulation
du PLL ou 'on a

V(integr)= Kvco * int(V(filtre))
Evalue = sin(6.28*fmin*time + V(integr))

Le circuit E1 est une source de tension commandée par ’expression Evalue dont
Iamplitude est ensuite transformée en un signal carré compris entre 0 et Vpp.

La réponse indicielle illustrée par la figure 3.18 montre trés bien les tentatives d’ac-
crochage successives jusqu’en ¢ ~ 0.6 [ms]. A partir de 14, Paccrochage étant établi,
la synchronisation se fait avec un comportement linéaire comme le prévoit la théorie.

3.9. Circuit PLL en mode non - synchronisé

Lorsque la fréquence du signal d’entrée est trop différente du domaine de fonction-
nement du PLL, celui-ci ne parvient plus a suivre la fréquence d’entrée f;. Pour que
le PLL puisse se synchroniser, il faut que f; entre dans le domaine d’accrochage soit
depuis le bas en f,1, soit depuis le haut en f,5 (figure 3.19). Le domaine d’accrochage
est alors défini par la relation suivante :

Afa = fa2 - fal
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3.9. Circuit PLL en mode non - synchronisé

Une fois le PLL synchronisé sur le signal d’entrée, la fréquence du signal de sortie
fo pourra varier dans un domaine plus large tout en restant synchronisée avec f.
On se trouve alors dans le domaine de synchronisation défini par

Afs = fsl - fsQ

ol fy1 est la fréquence de sortie du domaine de synchronisation par le haut, alors
que fq est celle de sortie par le bas.

A

domaine de

synchronisation

I domaine d’ 1
| accrochage |
I I
| |
| |
I
|
fo S— : [
- | // :
| / |
I v !
7 |
‘/ | |
| | |
| | |
|
C .
I I I fl
— I -
0 fs21 fa1 |
| |
| |
1 |

FiG. 3.19.: Fonctionnement d’un PLL en mode non-synchronisé
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3. ELEMENTS DE REGULATION AUTOMATIQUE

3.10. Exercices

Reg 1 Considérant un systéme constitué d’un gain K, et de deux constantes de
temps 7 et 7 décrit par

K, 1 1
(1+ST1) (1+S7'2)

Go(s) =

1. Que valent w,, ¢ et le gain K, du systéme en boucle ouverte ?
2. On boucle le systéme sur lui-méme avec une réaction négative,
a) calculez la fonction de transfert en boucle fermée G, (s);
b) que valent w,, ¢ et le gain K,y du systéme bouclé?
¢) admettant 71 = 79, que doit valoir le gain K, pour que ¢ = 0.57
)

d) admettant 7 > 75, que doit valoir le gain K, pour que ( =0.57

Rép.: K, =3; K,~T7/m

Reg 2 Considérant un systéme décrit par

K, L
s (s +10)

bouclé sur lui-méme avec une réaction négative,

Go(s) =

1. Quelle valeur faut-il donner au gain K, pour que le dépassement de la réponse
indicielle soit de 10% ?

2. Que valent alors le temps de montée t,, le temps d’établissement 59 et le gain
be ?

Rép.: ( =0.59; K,=T7L5; Ky =1; t,~02[sec]; ts ~0.6[sec|

Reg 3 Considérant un systéme décrit par

1 1
(s+a) (s+25)
que I'on boucle sur lui-méme avec une réaction négative, trouvez la valeur du gain

K, et la position du pole —a qui permettront d’avoir un dépassement inférieur a
10% et un temps d’établissement 55 inférieur a 0.1 seconde.

Rép. : ¢ > 0.59; w, > 50.7[rad/sec]; a=>35[1/sec]; K,>1.7-103

Go<s) = Ka

Reg 4 Considérant un systéme décrit par

) (52
Go(S) =K, Gal(s) Ga2(5> = K, (S + a) S(S + 3)

que l'on boucle sur lui-méme avec une réaction négative, trouvez les valeurs de
K,, z et a pour que la réponse indicielle ait un dépassement de 10% et un temps
d’établissement t55 d’une seconde.
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3.10. Exercices

Reg 5 Considérant le schéma fonctionnel d’un asservissement de vitesse (figure
3.20) constitué d’un amplificateur de gain K, = 5[V/V], d’'une génératrice tachy-
métrique de gain K, =2V /1000 rpm et d'un moteur représenté par

1 Kmot = 5 [(rad/sec)/V]

Gmot(8) = Kjpot ————— avec

L+ 5 Timot Tot = 10 [msec]

1. Exprimez en unité SI la valeur du gain DC en boucle ouverte Ky,.

2. Recherchez ce que valent, en boucle fermée, la durée du régime transitoire
et la vitesse permanente du moteur (en rpm) lorsque la consigne w(t) vaut
10 [V].

W(t) e(t) Ka U(t) _ Gmot(s) CL)(t) _ K U(D(t)
C g

Fia. 3.20.: Schéma fonctionnel d’un asservissement de vitesse

Reg 6 Considérant le schéma fonctionnel d’une régulation de position réalisée avec
un moteur préalablement asservi en vitesse (figure 3.21) :

1. Calculez sa fonction de transfert en boucle fermée.

2. Recherchez la valeur du gain K, pour que la réponse indicielle soit optimum

lorsque
rad/sec mV
K, =3 Ky,=2——+—, 7 = 10msec
! v o rad/sec’

Kg

W N N K y Y

— Ka - — >
1+sTq S

F1G. 3.21.: Schéma fonctionnel d’un asservissement de position

Reg 7 On s’intéresse ici a un probléme classique de la régulation automatique : la
sustentation magnétique d’une sphére. La figure 3.22 en présente une photographie
avec son schéma technologique. L’équation décrivant le mouvement de la sphére est
trés simple : )

mY (t) = —mg + F(Y(t), I1(t))
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La difficulté du probléme réside dans le fait que la force F/(Y, I) dépend non linéaire-
ment de la position de la sphére et du courant circulant dans la bobine. On doit donc
linéariser cette fonction autour d’un point de fonctionnement {Yg, Io}. En décrivant
les variations de la position et du courant autour de ces valeurs, il vient

Y(t)=Yo+yt) I(t) = Io +i(t)
FY(t),1(t) = F(Yo, lo)+ F(y(t),i(t))

En portant ce résultat dans I’équation de Newton, on obtient

Comme autour du point de fonctionnement la force Fy équilibre le poids mg, on
trouve que le mouvement de la sphére est décrit par

mij(t) = +kyy(t) + k2 i(t)

lo + i(t)

W

F(Y(1).I(1)

Yo+ y(t) J-——___

O

F1G. 3.22.: Sustentation magnétique (réalisation heig-vd)

Pour maintenir la sphére a4 une hauteur donnée, il faut la placer dans une boucle de
régulation contenant un correcteur qui génére le courant circulant dans la bobine.
Ce correcteur, de type proportionnel-dérivé, est décrit par ’équation

i(t) = K, (e(t) + Ty dfﬁ)

Etant donné ces préalables, on demande :

1. Calculez la fonction de transfert du systéme G,(s) = Y(s)/I(s) et montrez
que le systéme seul est instable.
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3.10. Exercices

2. Calculez la fonction de transfert du correcteur G.(s) = I(s)/E(s).

3. Dessinez le schéma fonctionnel du systéme asservi; indiquez la position des
variables w(t), e(t), i(t), y(t) et calculez sa fonction de transfert G;(s) =
Y (s)/W(s).

4. Montrez que le systéme bouclé est stable si K, est suffisamment grand. Re-
marque : un systéme d’ordre 2 est stable si tous les coefficients du dénominateur
de G(s) sont du méme signe.

5. Le but de la régulation est de trouver les parameétres du correcteur de maniére
a satisfaire un cahier des charges. Dans notre cas, on peut trouver K, et Tj
de maniére a ce que le systéme soit suffisamment rapide (w,) avec un amor-
tissement satisfaisant (¢). Pour le voir, écrivez G(s) sous forme canonique
et montrez que Kp et T, dépendent des valeurs choisies pour w, et ( de la
maniére suivante

mw? + ky T, — 2Cw,m

ky  Kyky

K, =

6. Admettant que les paramétres de la sustentation magnétique valent

N N
m = 0.012kg, ky =12—, ky=10.66—
m A
et que I'on souhaite avoir w, = 20rad/sec et ( = 0.5, calculez les valeurs de
K, et Ty ainsi que leurs unités. Que vaudra le temps d’établissement 59, 7

7. Montrez que le correcteur peut étre réalisé avec un amplificateur inverseur de
gain —Z, /71 ou Zy = Ry et Z; = Ry//C. Dessinez son schéma.

PLL O Pour les exercices qui suivent, on considére un circuit PLL de type 4046B
avec Vpp = 5[V] et Vieomin = 2[V] . De plus, on admettra que la capacité C; prend
en compte la capacité interne du VCO.

PLL1 On applique a un circuit XOR deux signaux carrés de méme période 200 [pus|
décalés de 20 [us].

1. Dessinez le signal de sortie du XOR ; que valent le rapport cyclique et la période
de ce signal 7 Que vaut le gain du comparateur XOR 7

2. Le circuit XOR est relié a un filtre a retard de phase réalisé avec Ry = 45 [k(2],
Ry = 5[kQ] et Cy = 5 [nF]. Que vaut la tension moyenne que ’on peut mesurer
a la sortie du XOR, & la sortie du filtre et aux bornes de (57 Que vaut la
constante de temps du filtre ?

3. Dessinez le signal de sortie du filtre et la tension aux bornes de Cj.

PLL 2 Un VCO est réalisé avec Ry = Ry = 33[kQ)], C; = 2.2 [nF]; calculez son
domaine de fonctionnement. Dessinez sa caractéristique et calculez son gain.
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PLL 3 On considére un PLL dont le gain en boucle ouverte K3, vaut 10° [1/sec].
Dessinez son schéma fonctionnel puis calculez les trois composants pour que ce
circuit ait un temps de réponse de 100 [usec]| et un coefficient d’amortissement égal
a 0.5.

PLL 4 Un PLL est réalisé avec Ry = 100 k2], Ry = 25[kQ2], Rs = 10[kQ], Ry =
3.3[kQ] et C; = 1 [nF], Cy = 10 [nF].

1. Dessinez son schéma électronique et son schéma fonctionnel.

2. Calculez son domaine de fonctionnement.

3. Calculez le coefficient d’amortissement et le temps de réponse du PLL.
4

. Considérant sa réponse fo(t) a un saut de fréquence fi(t), que valent ¢4 et
Nose 7 Esquissez I'évolution de la fréquence fy(t).

PLL 5 On veut réaliser un PLL dont le domaine de travail se situe entre 50 kHz
et 150 kHz.

1. Dessinez la caractéristique du VCO puis calculez les trois composants néces-
saires a son fonctionnement.

2. Le PLL recoit en entrée un signal carré dont la fréquence varie entre 80 et
120 kHz ; que vaut la tension d’entrée du VCO?

PLL 6 Calculez les composants d’'un PLL fonctionnant entre 10 kHz et 50 kHz
pour qu'il puisse suivre I'entrée avec un temps d’établissement t5 ~ 0.5 [msec| et un
coefficient d’amortissement ¢ ~ 0.5.

Simulez votre circuit avec une fréquence d’entrée de 30 kHz. Combien de temps
faut-il au PLL pour qu’il entre dans sa zone de fonctionnement linéaire 7 Son temps
de réponse correspond-il & celui souhaité ?

PLL 7 On veut réaliser un circuit PLL dont la fréquence de sortie est deux fois
supérieure a la fréquence d’entrée alors que celle-ci varie entre 20 et 30 [kHz|.

1. Dessinez le schéma de réalisation.

2. Calculez les composants du filtre & retard de phase permettant d’avoir un
temps de réponse de 1 msec environ avec un coefficient d’amortissement ¢ =

0.5.
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Quelques réponses :

3.10. Exercices

PLL 1 1 n=0.2, Tpor = 0.1 [msec] K, =Vpp/m
Uge = 1.0[V] 7 = 0.25 msec
PLL 2 13.8 [kHz] < f < 27.5 [kHy] K, =459 kHz/V]
PLL 3 Cy = 1 [nF] Ry = 21 [kQ)], Ry = 6.7 [kQ)]
PLL 4| 2 10[kMZ] < f <50 [kHz] | Kyu = 20.9 - 10° [(rad /sec)/V]
3 w, = 15’830, ¢ =0.5 ts = 0.18 [msec]
4 tirans = 0.3 [msec] N,ee >~ 1.4
2 K/, = 33.3-10%[(rad/sec)/V] 29[V] < Upeo < 4.1[V]
PLL 6 | VCO Cy = 1[nF] Ry = 25[kQ], Ry = 100 [kQ]
filtre Cy = 10 [nF] Ry = 85[kQ], Ry = 7.6 [kQ]
Spice tin =~ 0.58 [ms] ts =~ 0.46 [ms]
PLL 7 | VCO Cy = 1[nF] Ry =50 [kQ], Ry = 25 [kQ]

PLLL L‘lxor’ Ufiltre’ UCZ

= — r T — — — r T = T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T T T T T T T T T T T

I | I i I 1 I | I =
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
T T T T T T T T T T T

I | I | I 1 I | I =
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

temps [msec]
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Deuxieme partie .

Etude des signaux analogiques
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4. Analyse des sighaux
périodiques

4.1. Introduction

L’analyse harmonique ou fréquentielle est 'instrument majeur de la théorie des
signaux. Le développement en séries de Fourier et, plus généralement, la transfor-
mation de Fourier permettent d’obtenir une représentation spectrale des signaux
déterministes. Celle-ci exprime la répartition de 'amplitude, de la phase, de ’éner-
gie ou de la puissance des signaux considérés en fonction de la fréquence.

Les calculs et mises en forme des résultats a venir sont grandement facilites si I'on
maitrise et sait utiliser les relations suivantes :

Acos(yp) + Bsin(ip) — VA T B cos (g@ + atg <_—B>) (4.1)

A
1 to+T ) 1 27 ) 1
T /to (sin(2rw ft+ )" dt = % . (sin(p)” dp = 5 (4.2)
_ 2cos(p) = e¥+e ¥
e’? =cos(p) + jsin(y) & (4.3)
2jsin(p) = ¥ —e ¥

4.2. Deux représentations pour un seul signal

Le temps et la fréquence sont deux bases servant & la description des signaux. Ce
sont deux points de vue différents d’une méme réalité ; ils sont complémentaires. Il
est important de bien comprendre les relations qui existent entre ces deux bases;
c’est le but de ce chapitre.

Une grandeur sinusoidale est décrite par ’équation
x(t) = Acos(2m fot + ) (4.4)

Son évolution temporelle est contenue dans le mot cos ; dés lors, on sait que le signal
z(t) ondule avec une forme précise fixée par la fonction cosinus. Cependant, des
informations supplémentaires sont données : 'amplitude A, la phase « et la fréquence
fo. Ce sont ces informations qui sont fournies par la représentation fréquentielle ou
spectrale.
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4. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

Comme le temps et la fréquence sont les deux composantes de la description d’un
méme signal, une sinusoide devrait étre représentée dans un espace a trois dimen-
sions (fig. 4.1). Une telle représentation étant mal pratique, on la remplace par ses
projections sur les plans temporel et fréquentiel.

Dans la projection sur I’axe du temps, on retrouve le dessin bien connu d’une sinu-
soide, alors que la projection sur I'axe des fréquences conduit & une raie située en
f = fo et de hauteur A. Comme cette projection ne fournit que 'amplitude A, il est
nécessaire, pour la fréquence considérée, de donner également la phase o. Ces deux
diagrammes portent le nom de spectres d’amplitudes et de phases.

Considérons un signal composé de deux sinusoides

x(t) = Acos(2m fot — g) + %A cos(4m fot — %) (4.5)

La figure 4.2a illustre le comportement temporel de ce signal et de ses deux compo-
santes. La figure 4.2b montre ce qui se passe alors dans l'espace des fréquences. On
notera que la somme des deux sinusoides dans I’espace temps conduit également a
la somme des spectres d’amplitudes et de phases.

4.3. Séries de Fourier

L’élément fondamental de 'analyse de Fourier est constitué par le fait qu’un signal
périodique peut étre décomposé en une somme d’ondes sinusoidales. Une illustration
de la construction d’un signal périodique non-sinusoidal est donnée a la figure 4.3 :
le signal résultant est la somme de trois sinusoides dont la fréquence est chaque fois
un multiple de la fondamentale f;.

4.3.1. Définition de la série de Fourier

Considérons un signal périodique x(t) de période T' = 1/ fy. Son développement en
série de Fourier est alors le suivant

+ Z ay cos(2mk fot) + Z b sin(27k fot) (4.6)

k=1 k=1

%
2

ou fo = 1/T est la fréquence fondamentale du signal, ag/2 est la valeur moyenne ou
composante continue et ay, by sont les coefficients de Fourier du développement en
cosinus et sinus.

Les coefficients de Fourier a; et by se calculent comme suit

+T/2

ar = —/ ) cos(2mk fot)dt k>0 (4.7)
T/2
+T/2

by = —/ ) sin(27k fot)dt kE>1 (4.8)
/2

142 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



4.3. Séries de Fourier

x(t)=Acos 2rnfyt+ )

Domaine temporel

3

Domaine fréquentiel

Amplitude

F1aG. 4.1.: Descriptions temporelle et fréquentielle d’une sinusoide
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4. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

Sinusoides de fréquences f0 et 2f0
1.5 T T T T

~ A
/N
\ A

7N\

\

AN
\ o/

-05F - 8
_l - -
_15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5
Somme de 2 sinusoides
1.5 T T T
1r i
0.5 B
0
-0.5F B
_l - -
_15 1 1 1 1 1 1 1 1
0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5
3 A
900 900
A A2
450 ! 450 -
1
f f, f Tf 21, f
7, T 21, ;
450 -450-|- :
-900—+ -900-

Cosinusoide d'amplitude A et de phase -90°

A’
+

¥

900

450

Cosinusoide d'amplitude A/2 et de phase -45°

' 4

2f

o

450

-900

Signal périodique non-sinusoidal

FiG. 4.2.: Représentation de la somme de deux sinusoides de fréquences différentes
dans les domaines temporel et fréquentiel
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4.3. Séries de Fourier

2 X, (0 ] 2 0.25+x, (1)

| IAWAN AWANA I WAWAN AWA!
_1\/ VRV _1vvvvv

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

ol ' 0 -] ol ' 0.25+x, (O)+x,(0)

Voanananad AN

VVVVVYVVVVYVY YVARVVARVN ERVVERVN/

-1 -1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
2 x30) j 2 O.25+x10)+x2ﬂ)+x36}
1 1

Aminiwl

MUV VYV

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

oFAAANANANNNNANNNNN
VVVVVVVYVVVVVVV

o

FiG. 4.3.: Construction d’un signal périodique non-sinusoidal

N.B. : Cette représentation qui sert de point de départ au développement en séries
de Fourier n’a aucun intérét en traitement du signal; elle est remplacée par la série
en cosinus et la série complexe.

4.3.2. Série de Fourier en cosinus

Prenant en compte la relation trigonométrique suivante

Acos(z) + Bsin(z) = vVAZ 1 B2 cos (x + arctan (%)) (4.9)

on voit que le développement en série de Fourier peut également s’écrire

x(t) = Ao + i Ay cos(2mk fot + au) (4.10)

k=1

—b
A= A= ot () (@.11)
k

Cette série en cosinus est extrémement importante car elle correspond a la descrip-
tion bien connue des signaux en régime sinusoidal permanent ot I’on représente un
courant ou une tension par leur amplitude et leur phase. D’un point de vue pratique,
cela revient & considérer que le signal z(t) est créé de maniére équivalente par une
infinité de générateurs sinusoidaux. La représentation spectrale qui lui est associée
porte le nom de spectre unilatéral.

avec
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4. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

Une illustration en est donnée a la figure 4.4. On y voit une onde périodique en dents
de scie qui peut étre reconstruite par une superposition d’ondes sinusoidales. Cette
superposition peut étre présentée dans ’espace temps ou, de maniére équivalente et
plus explicite, dans ’espace des fréquences.

0.5 0.5

x(t) et xc(t)
o
X0
o

|
o
o
|
o
3

(A

-0.5 0 0.5 1 1.5 -0.5 0 0.5 1 15
temps temps

0.7}
0.6}
0.5f
0.4}
0.3}
0.2}
0.1} p
I RN
o 2 4 6 8 10 o 2 4 6 8 10
frequence [f/ fo] frequence [f/ fo]

F1G. 4.4.: Onde en dents de scie, composantes et spectres d’amplitudes et de phases

4.3.3. Série de Fourier complexe

Se souvenant des relations d’Euler :

cos(x) = %(exp(+jx)+exp(—jx)) (4.12)
sinfa) = 5= (exp(4jo) - exp(—jo) (4.13)

on montre aisément que la série de Fourier peut étre transformée en une série de
Fourier complexe

2(t) = > X(jk)exp(+j2rk fot) (4.14)

k=—o00

Les coefficients X (jk) sont alors complexes et valent

1 +T/2
X(jk) = T /T/2 x(t) exp(—j2mk fot)dt —00 <k < +o0 (4.15)
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4.4. Théoréme de la puissance ou de Parseval

La représentation spectrale graphique qui lui est associée porte le nom de spectre
bilatéral. Pour la suite du cours, on retiendra essentiellement cette description car
elle est analytiquement plus intéressante que la forme en cosinus.

On remarquera au passage que la formule d’FEuler remplace les fonctions sinus et
cosinus par des exponentielles & exposant imaginaire appelées phaseurs. Ces phaseurs
ne sont rien d’autres que des fonctions complexes oscillant cosinusoidalement sur
I’axe réel et sinusoidalement sur ’axe imaginaire.

4.3.4. Relations entre les trois représentations de Fourier

Les relations existant entre les trois représentations de Fourier sont présentées et
illustrées par le tableau et le graphe vectoriel de la figure 4.5. Ce graphe est im-
portant car il permet de voir en un coup d’oeil les relations simples liant les trois
représentations spectrales. On retiendra également la relation existant entre les co-
efficients spectraux et la valeur efficace d’une composante spectrale

Aoy =% = V3 X (D) (1.16)

4.4. Théoréme de la puissance ou de Parseval

Dans I'espace temps, la définition de la puissance moyenne normalisée est la suivante

+T/2
—T/2

On notera que cette définition coincide avec celle du carré de la valeur efficace du
signal x(t). La puissance normalisée ne s’exprime donc pas en [W], mais en [V?]
ou [A?] selon que le signal est une tension ou un courant électrique.

Le théoréme de Parseval montre que la puissance normalisée d’un signal peut se
calculer aussi bien dans le domaine temporel que dans le domaine fréquentiel. En
effet, comme dans l'espace des fréquences, le signal x(t)) est représenté par des
générateurs d’amplitude Ay, il s’ensuit que la puissance totale est égale a la somme
des puissances fournies par chaque générateur. On en déduit alors :

Xopp = ZPk = A3+Z%Ai=Pdc+Pac

[ee] +oo
= X7+ Y@ IXGRI = Y KGRI
k—1

k=—o00

De ces résultats, on conclut que la puissance peut se calculer avec I'une ou l'autre
des équations (4 18) a (4.21) et que
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4. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

148

| k=0 | ao/2 \ Ay X(0)
k>0 {ak,bk} {Aka@k} X(:l:j/{))
ag ay + Ay, cos(ag,) +2 Re{ X (jk)}
bk bk —Ak sin(ozk) —2 Im{X(]]C)}
—b Im{X(+7k
e 7% arctan (a_:) Qg arctan (%)
X(=jk) | 5 (ax+35be) | 3Akexp(—joy) X(—jk)
AIm
€
by Ak E€ER
-by/2
X(+jk) €C
0k Re
-
o +aK/2 +ak
X(-jk)
+by/2
Ay = 22 =3 | X(jb)
k.eff \/5

F1G. 4.5.: Relations entre les trois représentations spectrales
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4.5. Spectres d’amplitudes et de phases

le carré de la valeur efficace d’un signal est égal a la somme des
carrés des valeurs efficaces de chacune de ses composantes.

1 +7T/2
P T/ () dt = X2, (4.18)
-T/2
+00 oo
P= " |X(jk)[* = X(0)* +2)_[X(jk)[* (4.19)
k=—o00 k=1
1 oo
P=A2+ 3 > A (4.20)
k=1
P=XZ%, =X, + X2, (4.21)

A ce stade, il est intéressant de rappeler ce que valent les puissances des trois signaux
usuels que sont le carré, le sinus et le triangle a valeur moyenne nulle (P, = 0) et
d’amplitude A :

A2
x(t) = Asqr (27 ft) = P, = T (4.22)
x(t) = Asin(2nft) = P = %2 (4.23)
x(t) = Atri (27 ft) = Pa.= %2 (4.24)

4.5. Spectres d'amplitudes et de phases

4.5.1. Spectres unilatéraux et bilatéraux

La description de x(t) avec les fonctions cosinusoidales conduit aux spectres unila-
téraur d’amplitudes et de phases (A et ay) du signal z(t). Ici, les fréquences sont
positives ou nulles car le compteur k des harmoniques varie de 0 & +oo (figure 4.6).
La description de z(t) avec les fonctions complexes conduit aux spectres bilatérauz
d’amplitudes et de phases (| X (jk)| et £X(jk)). Ici, les fréquences sont négatives et
positives car le compteur k varie de —oo & +o0.

Dans le cas des spectres bilatéraux, on notera que les spectres d’amplitudes sont
toujours des fonctions paires car on a

X(HR)] = X (k) = B2k #0 (1.25)

alors que les spectres de phases sont toujours des fonctions impaires. On a en effet
LX(+jk) = —LX(—jk) =g, kE#0 (4.26)
Pour le cas particulier de la composante continue du signal, on a

1X(0)| = Ay, ZX(0) = 0,7
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Sighaux Spectres bilatéraux Spectres unilatéraux
L 0.6 0.6
0.4 0.4
0.5
0.2 0.2
-1 0 1 -5 0 5 -5 0 5
L 0.6 0.6
0.4 0.4
0.5
0.2 0.2 ‘
ol O..||I| |I||.. 0 ||I||
-1 0 1 -5 0 5 -5 0 5
1 0.6 0.6
0.4 0.4
0.5
0.2 | | 0.2
0 O ~ aal o . . 0 I L 2 o .
-1 0 1 -5 0 5 -5 0 5
temps fréquence fréquence

Signaux P X(0) X (jk)

carré : 5 5 J7- sik estimpair, 0 sinon
dents-de-scie : 1 1 +7 cut —00 < k < 400
© 3 2 2%k
sinus redressé : 1 2 ——2 —00 < k < 400
T2 T m(4k2—1)

F1G. 4.6.: Quelques signaux avec leurs puissance et spectres d’amplitudes uni- et
bilatéraux
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4.5. Spectres d’amplitudes et de phases

4.5.2. Coefficients spectraux et symétries des signaux

Si l'on tient compte des symétries du signal, le calcul des séries de Fourier est
simplifié. On démontre en effet aisément les propriétés suivantes :

— une fonction paire est représentée par des cosinus seulement ; on a alors :

ap=0,£7 Im{X(jk)} =0 (4.27)

— une fonction impaire est représentée par des sinus seulement ; on a alors :
ap = :I:g, Re{X(jk)} =0 (4.28)

— une fonction a symétrie demi-onde ne posséde pas d’harmoniques pairs :
X (jk) =0, sikestpair (4.29)

Les fonctions a symétrie demi-onde sont telles qu’une rotation autour de ’abscisse de
’alternance positive ou négative permet de reproduire 'autre alternance (figure 4.7).

1.5
1t I\

05 | \/\

0

_05 L

_1,

-1.5 : :
0 1 2 3

Fic. 4.7.: Exemple d’une fonction a symétrie demi-onde

4.5.3. Exemple de représentations spectrales d’un signal

Considérant le signal
x(t) = 3 + 2 cos(2m fot) — 3.464 sin(27 fot) + 2 sin(67 fot + 7/4)
on souhaite le décrire dans les représentations spectrales uni- et bi-latérales.

La simple observation de 'expression de z(t) montre que ce signal est constitué
d’une composante DC et de deux composantes AC d’ordre 1 et 3. Utilisant les régles
de trigonométrie, on obtient la forme en cosinus :

2(t) = 3+ 2cos(2mfot) — 3.464sin(27 fot) + 2sin(67 fot + %)

4

—(—3.464
= 3+ V22 + 3.4642 cos (27Tf0t + arctan (%)) + 2 cos <67rf0t + T

= 3+4cos(2m-1- fot +7/3) +2cos(2m - 3 - fot — 7/4)
= Ag+ Ajcos(27m fot + ) + Az cos(67 fot + ag)
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4. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

Cette expression est la forme mathématique de la représentation spectrale unilatérale
de laquelle on déduit immédiatement les composantes spectrales unilatérales
Aglog = 3Z£0
ALay = 4L+ 7/3
Ay /oy = 0£0
Aslas = 2L —7w/4

Appliquant les régles d'Euler a I’expression en cosinus, on obtient la forme complexe :

x(t) = 3+2exp(+j2rfot + 7/3)) + 2exp (—j(2m fot + 7/3))
+1exp (+7(67 fot — 7/4)) + Lexp (—j(67 fot — 7/4))
= 3+ 2exp(+jm/3) exp (+527 fot) + 2 exp(—jn/3) exp (—j2m fot)
+1exp(—jm/4) exp (+j67 fot) + Lexp(+jm/4) exp (—j67 fot)
= X(0) + X(+j1) exp (+j27 fot) + X (—j1) exp (—j27 fo)
+ X (473) exp (+7j67 fot) + X (—73) exp (—j6m fot)
Cette expression est la forme mathématique de la représentation spectrale bilatérale

de laquelle on tire immédiatement les composantes spectrales bilatérales

X(0) = 3=3£0

X(£j1) = 2exp(xyn/3)=2L+7/3
X(£52) = 020
X(£j3) = lexp(Fjn/4)=1LF7/4

De la lecture de ces descriptions découle immédiatement le tracé des spectres d’am-
plitudes et de phases dans les deux représentations spectrales (figure 4.8). On notera
que, pour k # 0, les amplitudes du spectre bilatéral sont 2 fois plus petites que celles
du spectre unilatéral.

Les puissances et valeurs efficaces associées a ce signal se calculent aisément a partir
du spectre unilatéral. Afin de pouvoir préciser les unités, on admet que le signal x(t)
est une tension électrique; on a alors :
1
Pae=Aj=3"=9V5,  Pu=; d A=< (£ +0+2°) =10V,

k>1

N —

P:Pdc+Pac:19ngf Xeff:\/F: V1 :436veff

Xpe=A0=3Vse Xue=+/Pw=V10=3.16V,.

4.6. Suite d'impulsions

4.6.1. Suite d’impulsions rectangulaires

La suite d’impulsions rectangulaires (SIR) est un signal particuliérement important
car elle apparait dans de nombreuses applications telles que 1’échantillonnage, la
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4.6. Suite d’impulsions

Signal temporel

10 T

-5 |
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4
temps
Spectres unilatéraux Spectres bilatéraux
4 4
« g
< 2t X 2 | |
0 : ol -
-2 0 2 -2 0 2
kfy kf,
1r 1
0.5¢ 0.5
[S
IS -
] | < l |
-0.5¢1 -0.5
-1 . -1
-2 0 2 -2 0 2
kf kf,

F1G. 4.8.: Représentations spectrales d’un signal périodique
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4. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

modulation d’impulsions, etc. Evaluons donc la série de Fourier complexe de la SIR
x(t) représentée a la figure 4.9.

A X(t)

A

T Ol at2 T

FiG. 4.9.: Suite d’impulsions rectangulaires

Par définition des coefficients complexes X (jk), on a

X(jk) = —/ x(t) exp(—j2mk fot)dt avec fo = =
T ) 1) T
En tenant compte de la définition de la SIR
A s — A2 <t < +At)2
zp(t) = (4.30)
0 sinon

il vient

A +At/2
X(jk) = 7/ | (T
—At/2

A

-1 , At , At
- Tj%rkfo (eXp(—]27Tka07) — exp(+]27rkf07))

Les relations d’Euler permettent de passer de la différence des exponentielles & un
sinus et d’écrire ces coefficients sous la forme
At sin(km foAt)

X(jk) = A

4.31

On notera que Pamplitude du spectre X (jk) est fixée par la valeur moyenne ou
composante DC (k = 0) de la SIR car la fonction sin(x)/z tend vers 1 lorsque z
tend vers 0. De plus, et comme on pouvait s’y attendre, les coefficients de Fourier
sont purement réels puisque le signal est pair. Leur enveloppe (figure 4.10a) est une
fonction en sin(z)/x qui porte le nom de sinus cardinal défini comme suit

_ sin(nmz)

sinc(z) = — (4.32)
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4.6. Suite d’impulsions

A X(k)

< ? <
\ / > 0 4 \ /
A / \ /
\ / \
AN -1/At +1/At N

b IXG0)|

4 LX(K)

+TT e —e —

0

-
I
|
I
|
I
I
—e —e— o — o o o_o—_0o o o - —o —o -
I I
| |
I I
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| |
I I
| |

D S S -Tt

F1G. 4.10.: Descriptions spectrales d’une suite d’impulsions rectangulaires :
a) spectre complexe (ici purement réel car la SIR est paire)
b) spectres d’amplitudes et de phases
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4. ANALYSE DES SIGNAUX PERIODIQUES

Le spectre d’une SIR s’écrit donc sous une des deux formes suivantes

o Atsin(krfoAt) At

On remarquera que plus les impulsions sont étroites par rapport a la période T', plus
le spectre s’'étale. En effet, le premier passage par zéro se fait a la fréquence 1/At.
Par contre, la distance entre raies spectrales ne change pas puisqu’elle est égale a
I'inverse de la période de la SIR fo = 1/T.

Il est fréquent que le spectre d’un signal soit complexe. Dans ce cas, sa représen-
tation dans un plan ne peut se faire qu’au travers du tragage distinct des spectres
d’amplitudes et de phases (figure 4.10b).

On peut relever au passage que la puissance totale d’une SIR vaut

1 [T At
P:—/ 22 dt = A2 = 4.34
7, o0 - (4.34)

et que le premier lobe du spectre d’'une SIR en contient environ le 90%.

4.6.2. Suite d'impulsions triangulaires

Il existe une autre suite d’impulsions qui est également trés importante en télécom-
munications ; il s’agit de la suite d’impulsions triangulaires (SIT). Le signal z(t) et
son spectre X (jk) sont représentés a la figure 4.11. Afin que les surfaces de la SIR et
de la SIT soient égales, la largeur & la base du triangle est égale & 2At. L’expression
de X (jk) est alors la suivante

, At (sin(kmfoAt)\?
X(gk)=A— | ——————= 4.35
(k) = A (S (1.35)
La puissance totale d’'une SIT vaut
1 [T 1, (A7 A N 2, At
P=_ 2(t)dt = =2 —t] dt=ZA"—= 4.
T/_mx() T/O (At) 370 T (4:36)

4.6.3. Suite d’exponentielles décroissantes
Considérons une exponentielle qui se répéte périodiquement aux instants k7" (figure

4.12)
z(t) = A-exp(—t/7) si0<t<T
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4.6. Suite d’impulsions

X(t)
A
t
O —
T -At +At 4T
y .
X(jk)
AALIT A\
I
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\
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\
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’r T\ 3 f=kfy
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F1G. 4.11.: Suite d’impulsions triangulaires avec son spectre
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F1G. 4.12.: Suite d’exponentielles décroissantes (7 < T') et sa représentation spec-
trale
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Le calcul de son spectre se fait en appliquant la définition de X (jk)

X(jk) = % /O () exp(— 2k fot)dt

T
— é/ exp(—t/7)exp(—j2mk fot)dt

- —/ exp( +]27rk:fo))

T
é _exp (—t(; +j27rk:f0))

T — (£ + j2mk fo)

é

_ T
- = (1+J2—7Trkfm> [exp (—(; +j27rk:f0T)) - 1}

En admettant que la constante de temps 7 est beaucoup plus petite que la période
T, on permet a 'exponentielle de revenir & zéro a la fin de chaque période. Dans
ce cas, le premier terme entre crochets est beaucoup plus petit que 1 et peut étre
négligé. On obtient alors le résultat intéressant suivant

T 1
X(jk) =A== ———— siT<T 4.37
UR) = AT A Jamkfor) (4.37)
On peut relever que dans ce résultat on trouve la fonction de transfert d’un filtre
passe-bas d’ordre 1 pondérée par le rapport A%. La représentation des raies spec-
trales d’amplitudes (figure 4.12) coincidera donc, a un coefficient prés, avec le module
de la réponse fréquentielle de ce filtre alors que celle des phases seront les mémes.

Dans le cas ou 7 < T, la puissance totale d'une SIE vaut

P= %/0 () dt = %/0 (Aexp(—t/7))* dt = A?

4.7. Reconstruction des signaux

(4.38)

el

4.7.1. Synthése d’un signal

On se souvient que, connaissant le spectre X (jk), on peut toujours reconstruire une
approximation d’ordre N du signal temporel. Dans le cas d’une suite d’impulsions
rectangulaires cela donne
+N
en(t) = > X(jk) exp(+2nkfot)

k=—N

At & sin(km foAt)
= A— _ W
7 > R expank o)

k=—N

B sin(km foAt)
. (1 +2 Z Y s(27rkf0t)>
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4.7. Reconstruction des signaux

Pour la suite d’impulsions triangulaires, on a de méme

+N

en(t) = D X(jk) exp(+j2nk fot)

N
— % Z (S”;Cf;o‘ift)) exp(+727k fot)

At in(km foAt)
?< QZ(SZWfogt ) cos(Zkaot))

Signal carré symétrique Dans ce cas, la valeur moyenne est nulle (4g = 0) et
I'amplitude correspondante A de la SIR vaut 2. Comme le rapport cyclique At/T
vaut 0.5, le sinus cardinal s’annule pour k pair. Il vient alors :

on(t) = <+228ﬁf;fom S(%kfot)>

2 2 2
= 2 | —cos(2m fot) — = cos(67 fot) + — cos(107 fot) + - - -
T 3T om

Signal triangulaire symétrique Dans ce cas, la valeur moyenne est nulle (A4y = 0)
et amplitude correspondante A de la SIT vaut 2. Comme le rapport cyclique At/T
vaut 0.5, le sinus cardinal s’annule pour k pair. Il vient alors :

(k7 foA
o5 (Y )

= 2 ((%)2008(27#015) + (%)2005(67#015) + (%)Zcos(loﬂfot) +>

Une illustration de la synthése de ces deux signaux est donnée a la figure 4.13. On
constate que, contrairement au signal triangulaire, la convergence est trés lente pour
le signal carré.

zn(t)

4.7.2. Phénoméne de Gibbs

En général, lorsqu’on reconstruit un signal x(¢) a partir de ses coefficients de Fourier :

N

N
Ty (t) = Z X (jk) exp(j2mk fot) = Ag + Z Ay cos(2mk fot + ) (4.39)
k=—N k=1

on remarque une convergence rapide vers le signal original au fur et & mesure que N
augmente. Cependant, cela n’est plus vrai lorsque le signal posséde des discontinuités
d’ordre 0. Il apparait alors, a I’endroit de la discontinuité, des oscillations que 1'on
désigne sous le nom de phénoméne de Gibbs. L’amplitude du dépassement di & ces
oscillations est égale au 9% de Pamplitude de la discontinuité (figure 4.14).
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1.5 1.5 1.5
N=1 N=3 N=5
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-15 -15 -15
-5 0 5 -5 0 5 -5 0
15 1.5 1.5
/\ N=1 N=3 N=5
1 1 ﬁ ﬁﬁ ﬁ 1 \4 M,q »
0.5 0.5 0.5
0 0 0
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 N N -1 AA AA
\/ \V/ VvV VvV v v
-15 -15 -15
-5 0 5 -5 0 5 -5 0

FiG. 4.13.: Synthese de signaux triangulaire et carré par l’addition successive des

harmoniques
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Fi1G. 4.14.: Tllustration du phénoméne de Gibbs
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4.8. Quelques théorémes utiles

4.7.3. Importance de la phase

I est fréquent en traitement du signal de ne parler que des spectres d’amplitudes et
de délaisser quelque peu les spectres de phases. Cette attitude est due au fait que
lors du filtrage de signaux audio, on se contente de modifier le spectre d’amplitudes
car 'oreille est peu sensible aux distorsions de phase. Cependant, lorsque I’on désire
conserver la forme d’un signal, en particulier dans le cas du filtrage d’images, il est
trés important de ne pas négliger le spectre de phases.

Un exemple en est donné a la figure 4.15 ol une série de photos basées sur le
portrait de Joseph Fourier illustre I'importance de la phase dans la reconstitution
des signaux.

1. I’image du haut de la figure est le portrait de Joseph Fourier.

2. Au centre, on y voit les spectres d’amplitudes et de phases de I'image de
Fourier; les niveaux de gris correspondent a la valeur de ces fonctions.

3. Les deux images du bas sont des images reconstruites par transformation in-
verse. Pour construire celle de gauche, on a utilisé le spectre d’amplitudes et
remplacé le spectre de phases par un spectre de phases nulles. Pour celle de
droite, on a fait I'inverse : le spectre de phases a été conservé alors que le
spectre d’amplitudes a été remplacé par des amplitudes constantes.

De ces illustrations, on en déduit que la phase contient une part importante de
Iinformation concernant la forme d’un signal. Les deux derniéres images illustrent
particuliérement bien ce fait puisque le portrait initial ne peut pas étre reconstruit
avec un seul des deux spectres.

4.8. Quelques théorémes utiles

4.8.1. Décalage temporel

Il est fréquent en analyse des signaux de devoir décaler temporellement un signal
x(t) ; on obtient alors un nouveau signal y(t) = x(t + t4). Ce décalage t,; peut étre
positif (signal avancé) ou négatif (signal retardé) (fig. 4.16). On montre alors qu’entre
les espaces temps et fréquences, il existe la relation suivante :

y(t) = x(t +ta) < Y(jk) = exp(+j2mkfota) X (jk) (4.40)

Comme le module du phaseur exp(+727k fot) vaut toujours un, il s’ensuit que seul
le spectre de phases est modifié par un décalage temporel. On a donc :

Y (k)| = |XGR) . Bk = ar + 2k fota (4.41)

A un décalage temporel correspond une phase variant linéaire-
ment avec la fréquence.
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original

module

TF inverse du module TF inverse de la phase

FiG. 4.15.: Transformations de Fourier directes et inverses d’une image
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4.8. Quelques théorémes utiles

A X(t) A x(t+tq) A x(t-tq)

—

\
\
-1 0 +q -t‘l 0
F1G. 4.16.: Décalage temporel : signal original, signal avancé, signal retardé

4.8.2. Modulation d’amplitude

Il est fréquent en télécommunications de devoir émettre des signaux dont le spectre a
été préalablement déplacé dans un domaine de fréquences permettant la transmission
des messages par ondes électromagnétiques. Une des possibilités consiste a moduler
I'amplitude de la porteuse p(t) a 1’aide du message m(t).

Modulation d’amplitude Spectres
1 . . .
0.4
o5 g
E = 0.2 } {
0 O h L.
0 1 2 3 -20 -10 0 10 20
1
05 0.4
= =
= 0 =4
= %02
-0.5
_1 O
0 1 2 3 -20 -10 0 10 20
1
05 0.4
= =
R 0 =4
= X 02
-0.5
. S L
0 1 2 3 -20 -10 0 10 20
temps fréquence

FiG. 4.17.: Modulation d’amplitude : signaux et spectres

La modulation d’amplitude est généralement obtenue par la multiplication des deux
signaux entre eux (figure 4.17)

#(t) = m(®) - p(t) (4.42)

Dans le cas particulier ou la porteuse p(t) est une fonction sinusoidale, on peut la
remplacer par deux phaseurs de fréquence £ f, grace aux formules d’Euler

cos(2nfyt) = g (exp(+i2mfyt) +exp(—j2mfyt)
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On a donc affaire, de maniére plus fondamentale, & une multiplication du message
m(t) par un phaseur :

2(t) = m(t) - p(t) = m(t) - exp(j27 ft) (4.43)
On montre alors aisément la propriété suivante :
z(t) = exp(£j2m fyt) - m(t) < X(jk) = M(j(kfoF fp)) (4.44)

A une multiplication par un phaseur dans le domaine temporel
correspond un décalage dans 1’espace des fréquences.

La figure 4.17 illustre la modulation d’amplitude d’une porteuse de fréquence 10kHz
par un signal triangulaire de fréquence 1kHz. Au niveau fréquentiel, on voit trés
bien que le spectre original situé autour de la fréquence nulle est déplacé autour des
fréquences de la porteuse £10kHz avec une amplitude réduite de moitié. On notera
que le signal modulé z(t) n’est périodique que si le rapport des fréquences f,/ fo est
rationnel.

4.8.3. Rotation autour de I'ordonnée

La rotation d’un signal autour de son ordonnée est décrite par y(t) = x(—t). Dans
ce cas, on montre que

y(t) = x(=t) < Y(jk) = X(—jk) = X*(jk) (4.45)

A une rotation du signal temporel autour de I’ordonnée corres-
pond le conjugué complexe dans le domaine fréquentiel.

Par exemple, si I'on s’intéresse a une suite périodique d’exponentielles croissantes
décrite par

z(t)|p =A-exp(+t/7) si0<t<T
son spectre se calcule aisément a partir de celui de la suite d’exponentielles décrois-
santes

To(t)|p = A-exp(—t/7) si0<t < T

X,(jk) = A~ ! T < T
=A- — ST
o T (1+ j2nkfor)

On voit en effet que 'on a

donc 1
_
X(jk) = Xo(—jk) = Az - —————— siT < T
(k) = Xol=0k) = AT T Gamnger) 7

4.9. Calcul de quelques spectres

Le but de ce paragraphe est de montrer, au travers de quelques exemples simples,
comment on calcule, trace et interpréte les spectres d’un signal.
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4.9. Calcul de quelques spectres

4.9.1. Suite d’'impulsions composites

Considérant le signal de la figure 4.18a, on aimerait calculer ses composantes spec-
trales et obtenir son approximation d’ordre 3.

La résolution de ce probléme est immédiate dés l'instant ot 'on remarque que le
signal z(t) est composé d’'une somme de deux SIR x1(t) et x2(t) dont les caracté-
ristiques sont, respectivement, leur largeur : At; = 0.25[msec|, Aty = 0.5[msec], et
leur amplitude : A; = 1[V], Ay =2[V].

Utilisant la propriété de linéarité des séries de Fourier, on a :

o(t) = m(l) +22(1) & X(k) = Xa(Gk) + Xa(jk) (4.46)

Comme le signal x(t) et ses deux SIR constitutives sont paires, leurs spectres sont
réels

_ Aty sin(kr foAty) sin(km/4)
1(jk) ! T k’?TfoAtl kﬂ'/4
, Aty sin(km foAty) sin(km/2)
Xo(jk)=A =1.00————=
2(k) = A== ke /2
, , , sin(kw /4 sin(km/2
X(jk) = X1 (jk) + Xo(jk) = 0.25% + 1.00%

Le calcul de quelques composantes spectrales fournit les valeurs numeériques sui-
vantes :

ok [ 5 [a] 3 ] 2 | a | o | 1 [ +2 | 3 [+4] +5 |
X:Gk) || -0.045 [ 0 | +0.075 [ +0.159 | +0.225 | +0.25 | +0.225 | +0.159 | +0.075 | 0 [ -0.045
Xo(jk) || 0127 [0 | -0212 [ 0.00 | +0.637 | 1.00 | 0637 | 000 | -0212 [ 0 | 0.127

X(jk) || +0.082 | 0 | 0137 | +0.159 | +0.862 | 1.25 | +0.862 | +0.159 | -0.137 | 0 | +0.082
A, 125 | 1724 | 0318 | 0274 | 0 | 0.164
an 0.00 0.00 ™ 0 | 0.00

La figure 4.18c représente 'approximation d’ordre 3 du signal décrite par :
g

x(3)(t) = 1.25 + 1.724 - cos (27 fot) + 0.318 - cos(4n fot) 4+ 0.274 - cos(67 fot + 7)

A titre d’exercice, on peut montrer que les puissances des signaux z(t) et x(3)(t)
valent respectivement P, = 3.25V7;, Pys) = 3.14V7 .

4.9.2. SIR décalée

Considérons le cas d’'une SIR non centrée démarrant a 'instant ¢t = 0, de largeur At
et de période T' (figure 4.19a). Dans ce cas, la SIR est retardée d’une demi-largeur
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x(t) = xl(t) + xz(t)

T T
3 - -
25F .
2+ 52(9 - - - .
1.5- .
X, (t
! [
05f : ' ! i .
1
I
I PN L - - —
0 | | | | | | - | |
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
temps [msec]
X, (if X,(if) X([f)=X, () + X, (i)
1.2 1.2 1.2
1 1 1
0.8 0.8 0.8
0.6 0.6 0.6
0.4 0.4 0.4
0.2 ”l : 0.2 0.2 :
oHterry IR et of-Ly | | ! ol II| I| I'I L,
-0.2 -0.2 | I -0.2
-10 0 10 -10 0 10 -10 10
f [kHz] f [kHz] f [kHz]
Signaux x(t) et x3(t)
T T T T
3 - -
/N N
251 / \ / \ I
2 - -
15F h
1 - -
o+ NN P
! ! ! SNer” ~SS ! ! SN’
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
temps [msec]
F1G. 4.18.: Suite d’impulsions composites :

166

a) les signaux temporels
b) les spectres respectifs
¢) la reconstruction d’ordre 3
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4.9. Calcul de quelques spectres

x(t)

| |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
temps [msec]

0.05

IX@K)I

ISIR centree

/Decalage
o

/SIR decalee
o

frequence [kHz]

F1G. 4.19.: SIR démarrant a l'instant ¢ = 0 et son spectre
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d’impulsion et le temps de décalage vaut donc t; = —At/2. Partant d’une SIR
centrée et utilisant le théoréme du retard, on obtient :
, At sin(kr foAt) , At
X(jk)=A— ————= —j21k fo— 4.47
(7k) = A T fois exp(—j2mk fo—-) (4.47)

Si on désigne X (jk) par le produit de 3 facteurs X (jk) = Xo - X1(jk) - Xa2(jk), le
spectre d’amplitudes s’obtient en effectuant le produit des modules

(X(R) = [ Xol-|Xa] - [Xo]
At [sin(kr foAt)
N T ]{f’ﬂ'f()At

alors que le spectre de phases est obtenu en sommant les phases :

LX(jk) = £ZXo+ 4LX1+ £X,
= 0+ (0;%7) + (—7kfoAt)

Considérant que 'on a At = 0.1 [msec], T = 1 [msec|, la combinaison de ces termes
spectraux est illustrée par la figure 4.19. Comme attendu, on constate que le décalage
temporel du signal ne modifie pas le spectre d’amplitudes, mais introduit une phase
variant linéairement avec la fréquence.

4.10. Réponse d'un systéeme linéaire

Considérons, comme exemple, un filtre attaqué par une SIR (figure 4.20a). Comme
ce signal est périodique, on retrouvera a la sortie du circuit un signal périodique y(t).
La décomposition de ces 2 signaux en série de Fourier donnera les spectres X (jk)
et Y (jk) qui seront liés I'un a Pautre par la réponse fréquentielle G(jw) du filtre.

Comme les signaux périodiques sont représentés par des ondes sinusoidales de fré-
quences k fy et que les systémes linéaires conservent la fréquence des signaux appli-
qués, on retrouve pour Y (jk) des raies spectrales situées aux mémes fréquences que
celles de X (jk) (figure 4.20b). De plus, 'amplitude et la phase de ces raies spectrales
sont liées au signal d’entrée par la relation bien connue Y (jw) = G(jw) - X (jw). Dans
le cas de signaux périodiques, la pulsation w est un multiple de la fondamentale 27 f;.
On a donc

Y(jk) = X(jk) - G(w)|y—omis, (4.48)
4.10.1. Analyse de la réponse d'un filtre passe-bas

Considérant le circuit L-R de la figure 4.21 et la SIR qui lui est appliquée, on
aimerait :

1. connaitre la fonction de transfert de ce filtre et sa constante de temps 7;
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4.10. Réponse d’un systéme linéaire

A A

X0 v
X(t) . y(t)
— G(w) —»
; t
> >
'\ ¢ o —o XGI|]
o) - |Y(K)|
0.8| o IGGRI [T
0.6} .
0.4t .
0.2} ™ T o ]
3 o o CE
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

fréquence [Hz]

FiG. 4.20.: Réponses temporelle et fréquentielle d’'un filtre & une SIR

2. calculer la composante continue Us g4 ;

3. esquisser le signal de sortie uq(t) en tenant compte des valeurs numériques
L =100 [mH], R=100[Q];

4. calculer le spectre Us(jk);

5. calculer les valeurs efficaces Uy crr, Usefr, Uz acreft s

6. estimer la valeur de créte de 'ondulation ug 4. (t).

A
V] u (t)
10 — — L

— Y ™M
u, (t) R up(t)
t | -
0| 0.2 1.0 [ms]
F1G. 4.21.: Analyse de la réponse d’un filtre passe-bas
Solution :
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4.11. Réponse d’un systéme non-linéaire

4.11. Réponse d'un systéme non-linéaire

La caractéristique essentielle des systémes non-linéaires est de déformer les signaux
sinusoidaux. Le signal de sortie est donc périodique non-sinusoidal. Il s’en suit que
son spectre est constitué d’un grand nombre de raies spectrales, alors qu’a 'entrée
il n’y avait qu’une seule raie.

Dans la pratique, il est important de pouvoir chiffrer cette déformation puisque les
amplificateurs réels, quelle que soit leur qualité, possédent des non-linéarités. On
mesure cette déformation a I'aide du taux de distorsion harmonique (TDH). Celui-
ci est défini comme le rapport de la valeur efficace des harmoniques d’ordre supérieur
a 1 avec la valeur efficace du premier harmonique

TDH = (4.49)

Xepp(k>1) _ \/X2(2) + X2(3) + X2(4) + - --
Xepp(k=1) X2(1)

4.11.1. Distorsion due a une diode

Considérons comme exemple de systéme non linéaire, une diode a laquelle on ap-
plique une tension sinusoidale superposée & une tension continue (figure 4.22)

u(t) = Uy + AU(t) = Uy + Asin(27 fot)
Cette diode est caractérisée par la loi exponentielle bien connue
Ip = Ig (e"P/"Vr — 1) (4.50)
Admettant les valeurs numériques suivantes
Up=05[V], A=0.05[V], fo=100[Hz]
Is =10[pA], n=1, Vp =26[mV]
on désire :

1. calculer Iy, I a0 €t Lnin
2. esquisser u(t) et i(t)

3. calculer U(jk) et I(jk)
4

. calculer le TDH du courant.
Solution :

1. Le calcul de Iy, 1,4z €t L se fait par simple application numérique de I'équa-
tion de la diode; on obtient alors :

a) le courant au point de fonctionnement Iy = 2.54mA;
b) sa valeur maximum I, = 17.2mA;

¢) sa valeur minimum I,,,;,, = 0.36 mA.
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i(t)
— i

(D |
D |

Fia. 4.22.: Circuit & diode

\V4 i up()

2. La simulation temporelle avec Spice a donné les résultats de la figure 4.23. On
y voit que la variation sinusoidale de la tension de la diode (50 mV) autour du
point de fonctionnement (500 mV) entraine une variation non sinusoidale du
courant caractérisé par les valeurs calculées ci-dessus.

3. L’analyse spectrale obtenue par FFT (Fast Fourier Transform) donne les ré-
sultats suivants.

a) La tension de la diode ne contient que 2 raies spectrales (figure 4.24a) :

i. la composante DC : Uy, = 0.5V ;
ii. la composante AC : U; = 50mV.

b) Le courant non sinusoidal est composé d’un grand nombre de raies spec-
trales dont les 10 premiéres sont les plus significatives (figure 4.24b). On
y trouve en particulier

i. la composante DC : I;. = 5.41mA;

ii. la composante fondamentale : [; = 7.43mA.

4. Le calcul du taux de distorsion se fait en appliquant la définition du TDH :

X2(1)

\/3.142 +0.942 + 0.222 + 0.0412 + 0.00652 + - - -
7.432

TDH = \/X2(2) + X2(3) + X2(4) + -

= 4%

Cette valeur élevée est le signe de la forte déformation de la sinusoide causée
par la variation exponentielle du courant.
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(7.50m, 450 . 0m)
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i
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o I(D2) - 5.41mA
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Fic. 4.23.: Tension et courant de la diode

I

SEL>>! N
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oHz 0. 1KHz 0.2KHz 0.3KHz 0. 4KHz 0.5KHz 0.6KHz 0. 7KHz 0.8KHz 0.9KHz 1.0KHz

Frequency

F1G. 4.24.: Spectres unilatéraux de la tension et du courant de la diode
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4.12. Exercices

SF 1 Considérant les 2 signaux suivants pour lesquels fo = 1[kHz] :
x1(t) = 6 — 2 cos(27 fot) + 3sin(27 fot)
xo(t) = 4 4 1.8 cos(2m fot + 7/3) + 0.8 sin(67 fot)

1. dessinez leurs spectres d’amplitude et de phase unilatéraux et bilatéraux;

2. écrivez x1(t) et x9(t) sous forme de série de Fourier complexe.

SF 2  Utilisez les formules d’Euler pour montrer que la série de Fourier du signal
suivant

z(t) = (1 + cos <27Tf0t + %)) - cos (107 fot)

est décrite par les harmoniques 4, 5 et 6. Pour ce faire :

remplacez chaque fonction cosinus par deux phaseurs ; effectuez le produit ;
écrivez x(t) sous la forme d’une somme de phaseurs;
que valent les coefficients X (jk) non-nuls ?

dessinez les spectres bilatéraux et unilatéraux d’amplitude et de phase;

A e

calculez sa puissance.

SF 3  Considérant un signal périodique de période T' = 20 [ms] décrit par son
spectre bilatéral X (jk) :

yk\\o\il\ﬁ\
XGE) 2 [ -3+£42]+1£53
| X|
/X

retrouvez sa description temporelle en cosinus aprés avoir rempli les cases libres du
tableau. Calculez les valeurs de Xg., X,. et P.
SF 4 A partir des spectres d’amplitude et de phase d’une SIR vus au cours,

1. calculez les spectres complexes des deux signaux Ex SF4;

2. esquissez leurs spectres bilatéraux d’amplitude et de phase.

SF 5 Considérant les spectres unilatéraux Ex SF5 d’un signal x(t) :

1. donnez lexpression de x(t);
2. dessinez son spectre bilatéral ;

3. calculez ses valeurs efficaces AC et totale.
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Fia. 4.25.: Ex SF 4
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Fig. 4.26.: Ex SF 5
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SF 6 Considérant les trois signaux xy(t), z2(t), x3(t) de période T' = 1 ms décrits
par leurs spectres respectifs (tableau Ex SF6) :

1. donnez ’expression temporelle correspondant & leur représentation ;
2. écrivez ces expressions a 'aide de cosinus seulement ;

3. dessinez leurs spectres d’amplitude et de phase uni- et bilatéraux ;
4

. calculez la puissance de chacun des trois signaux.

k 0 1 2 3 4
x1(t) aj +2 +5 -2 +1 0
by +4 +3 -1 0
k 0 1 2 3 4
O A | T | 3 [0 2 |0
Qg 0 |-n/3|0 ]| +7/2 | 0
k 0 +1 +2 +3 +4
O T XG5 [4£3] 0 | 254 0

TAB. 4.1.: Ex SF 6

SF 7 Etant donné un signal caractérisé par les propriétés suivantes :

1. z(t) est réel et impair;
2. af

3. X(jk) =0 pour |k| > 1;
4. P=1;

. z(t) est périodique avec T' = 2 |msec];

trouvez deux signaux satisfaisant a ces propriétés.

SF 8 Considérant le signal z(t) = 2 4 sin(27 fot) + 0.25 cos(67 fot)

1. écrivez z(t) dans les formes cosinus et complexe ;

2. donnez les composantes spectrales dans les trois représentations :
{ak, bk}? {Akaak}7 {X(jk)}

3. vérifiez que la puissance de ce signal calculée a I'aide des trois représentations
donne le méme résultat ;

4. comment calculeriez-vous la puissance dans l'espace temps? voyez-vous des
moyens de simplifier ce calcul 7 si oui, le résultat est immédiat.
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SF 9  On considére une SIR d’amplitude A = 2[V], de période T' = 1[ms| de
largeur At = 0.2 [ms] ; cette SIR est avancée de T'/4 par rapport & une SIR centrée :

1. esquissez x(t);

2. calculez son spectre X (jk);

3. esquissez les spectres bilatéraux d’amplitude et de phase;
4

. calculez la puissance de cette SIR.

SF 10 Considérant la suite d’impulsions impaires de la figure Ex SF10 :

1. le spectre sera-t-il réel, imaginaire ou complexe;
2. calculez ses coefficients de Fourier complexes ;

3. quelle est la puissance de ce signal ?
4

. dans le cas ot A = 10[V], T = 10 [ms] et At = 1[ms], esquissez les spectres
bilatéraux d’amplitude et de phase.

10t +i— — s

= At
e +At
x

t [ms]

Fia. 4.27.: Ex SF 10

SF 11 On considére un signal périodique z(t) retardé d’une valeur ¢, par rapport
au signal original x(t). Montrez que :

1. son spectre complexe vaut X (jk) = X (jk) e =92 kfotr
2. son spectre d’amplitude n’est pas modifié;

3. son spectre de phase vaut /X = /Xy — 27k fyt,.

SF 12 Esquissez avec soin les spectres bilatéraux d’amplitude et de phase des
signaux Ex SF12a et Ex SF12b. Expliquez les différences apparaissant entre les
spectres.

SF 13 Partant d’'une SIR, calculez le spectre d’un signal carré d’amplitude A =
+5V et de période T' = 1 ms. Faites de méme pour un signal triangulaire & partir
de la SIT.
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FiG. 4.28.: Ex SF 12a
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FiG. 4.29.: Ex SF 12b
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4.12. Exercices

SF 14 Considérant les quatre signaux de la figure Ex SF14 d’amplitude A, de
période T, de largeur et constante de temps At =7 =027

1. calculez leur valeur efficace;

2. & partir du spectre d’une suite d’exponentielles décroissantes, utilisez deux
théorémes proposés dans le cours pour trouver les spectres des signaux xo(t)

et $4(t)
1 1
05 0.8
— __ 06
0.4
-05 0.2
_l 4 0
05 15 -1 -0.5 0 05
1
1
0.8
0.8
. 06 s
0.4 0.4
0.2
0.2
0
0
05 15 -1 -0.5 0 0.5

t [ms]

Fia. 4.30.: Ex SF 14

SF 15 Considérant une SIR centrée de période T' = 100 [us], de largeur At =
20 [u1s] et d’amplitude A = 10 [V],

1. calculez le pourcentage de puissance comprise dans le premier lobe du sinus
cardinal ;

2. admettant que cette SIR est appliquée a un filtre passe-bas d’ordre 1 dont la
fonction de transfert est

b
L+4f/fe

que valent 'amplitude et la phase des composantes 10 kHz, 40 kHz et 150 kHz ?

H(jf): fC:1O[kHZ]

SF 16  Un filtre passe-bas RC réalisé avec R = 1 [kQ] et C' = 0.1 [uF] est attaqué

par un signal carré u,(¢) de période T = 1 ms et d’amplitude comprise entre 0 et
20V :
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1. esquissez le signal de sortie uq(t) et le courant () ;

2. pour chacun des 3 signaux wuy(t), us(t), i(t), calculez leurs valeurs DC, efficace
totale et efficace AC.

SF 17  Soit un filtre RC passe-bas dont la constante de temps est mal connue.
On lui applique une SIR z(¢) d’amplitude A = 10[V], de période T' = 20 [ms] et de
largeur At =1 [ms].

1. que valent les composantes continues des signaux d’entrée et de sortie?
2. quelle est la fonction de transfert H(jw) du circuit;

3. que valent les spectres bilatéraux X (jk) et Y (jk)7
4

. admettant que la constante de temps est de I'ordre de 2 ms, esquissez les
signaux d’entrée x(t) et de sortie y(t); estimez la valeur maximum de y(t);

5. pour la fréquence f = 5 fy, 'analyseur spectral du signal de sortie fournit le
coefficient complexe Y (j5) = 0.0659 — 5 0.154 ; calculez 'amplitude et I'argu-
ment de la fonction de transfert pour cette fréquence;

(Rép. : |H| = 0.37, ZH = —68")

6. que valent la constante de temps et la fréquence de coupure du filtre ?
(Rép. : 7 = 1.6 [ms], f. = 100 [Hz])

SF 18 Pour identifier un systéme linéaire possédant une résonance, on injecte dans
celui-ci une SIR x(t) de période T. La sortie sera donc¢ périodique et son spectre
Y (jk) sera constitué de raies distantes de 1/T. Afin d’obtenir une image spectrale
représentative du systéme H(jw), il faut que les raies spectrales soient en nombre
suffisant et que le premier lobe de la SIR couvre le domaine de fréquences désiré

(>~ 10 fres)-

On demande de déterminer les paramétres T et At d’une SIR permettant de mesurer
la réponse harmonique d’un circuit LC-R dont on connait approximativement les
valeurs L ~ 1mH, C' ~0.1uF, R~20f.

Pour ce faire :

esquissez H(f) dans un diagramme linéaire,
précisez le nombre de raies spectrales BF et HE que vous estimez nécessaires ;
estimez la distance inter-spectrale nécessaire pour observer le pic de résonance ;

calculez T et At; adoptez des valeurs entiéres ;

AN e

si 'amplitude des impulsions est de 10 V, quelle est 'amplitude de la raie
spectrale située prés de la résonance f,., 7 prés de 5 fres?

6. pour ces mémes fréquences, quelles sont les amplitudes des raies mesurées a la
sortie du filtre LC-R?
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SF 19 Un circuit RC de résistance R = 1 k) et de capacité C' = 1 uF' est attaqué
par une SIR w;(t) d’amplitude £ = 10V, de largeur At = 0.2ms et de période
T =1ms:

SR

quelles sont les valeurs moyennes de u; () et ua(t);
que vaut la constante de temps du circuit ?
esquissez us(t) ;

calculez Z(jw) et I(jkfo);

quelle est la puissance dissipée dans la résistance ?

SF 20 Un circuit redresseur double alternance suivi d’un filtre RC (R et C en
paralléle avec le pont redresseur) est utilisé pour réaliser une conversion AC-DC.
Tenant compte des hypothéses simplificatrices suivantes

— le courant i(t) est considéré comme une suite d’impulsions rectangulaires de lar-
geur At beaucoup plus petite que la période T — 10 ms;
— la réactance du condensateur est négligeable par rapport a la résistance de charge

R.

dessinez le schéma du circuit puis :

1. calculez les coefficients de Fourier U(jk) de la tension de sortie u(t);

2. calculez la puissance de chaque harmonique;;

3. calculez une borne supérieure pour la puissance d’ondulation, sachant que

2

=1
a7
k=1

4. calculez le taux d’ondulation maximum ;

5. si 'on veut un taux d’ondulation inférieur a 0.1, quelle capacité faut-il choisir

lorsque la résistance R vaut 100 7

estimez 'amplitude du générateur u;(t) pour que Uz ~ 15V

SF 21  Un circuit non linéaire de type parabolique est modélisé par la caractéris-
tique de transfert suivante :

us(t) = avu () + Bui(t)

Sachant qu’on lui applique une tension sinusoidale u;(t) = A sin(wt) :

S

déterminez les composantes spectrales que I'on obtient a la sortie;
quelle est la puissance normalisée P, du signal de sortie?

que vaut-elle par rapport a celle du signal d’entrée P; 7

faites 'A.N. avec A =10V, w=27100rad/s, a=1, [=021/V

esquissez us(t) ; quel est son taux de distorsion harmonique 7
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SF 22 Considérant les deux signaux ci-dessous :

21 T . 47 T
x1(t) = cos ?H_E + sin Et—i—g

(t) 2T ™Y i (T T sin (2%
=cos| —t+— ) +sin|—t+=|+sin|—
T cos 3 G in{ ~ 5 in (-

précisez si ces signaux sont périodiques ou non. Pour cela, il vous faut trouver :

1. les fréquences constitutives de chaque signal,
2. les rapports existant entre ces fréquences,

3. la fréquence fondamentale si elle existe,
4

. les harmoniques présents.

SF 23 : Les deux signaux de la figure Ex SF23 caractérisés par
A1 =2V, At=02ms, T =1ms

Ay =5V, 7=01ms, T =1ms

passent au travers d’un filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure f. = 4.5kHz.
Aprés avoir rappelé ce qu’est la réponse fréquentielle d’un filtre passe-bas idéal,

1. calculez les puissances P,;, P2 de chacun des signaux d’entrée ;

2. calculez les puissances Py, Py» de chacun des signaux de sortie.

X,
o
x,(0)

0 0.5 1 1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
t [ms] t[ms]

Fic. 4.31.: Ex SF 23

SF 24 A cause de son taux de variation limité (slew-rate), un amplificateur opé-
rationnel transforme un sinus en un signal triangulaire symétrique d’amplitude A.
Calculez le taux de distorsion de cette déformation.

SF 25 Un signal sinusoidal d’amplitude 10V et de fréquence 1 kHz est appliqué a
un filtre RC passe-bas de fréquence de coupure 2 kHz. Calculez le TDH du signal
de sortie.
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SF 26 On applique un signal sinusoidal d’amplitude 0.1V et de fréquence 10 kHz a
un amplificateur inverseur de gain 100. Visuellement, le signal de sortie semble par-
faitement sinusoidal. Cependant, une analyse spectrale a fourni les composantes Ay
du tableau ci-dessous. Calculez la valeur efficace du signal de sortie et son TDH.

| k [ o [t ] 2 [ 3 [ 4] 5 [6 ] 7 [8 ]9 |
| Ay[V] || 81e-3 | 6.46 | 87e-6 | 0.105 | 55¢-6 | 2.66e-3 | 58¢-6 | 213e-6 | 57e-6 | 48e-6 |

SF 27 La figure Ex SF27 présente une sinusoide z(t) d’amplitude 10V et une
sinusoide y(t) saturée a 9V avec les spectres correspondants. Sachant que les com-
posantes spectrales unilatérales fournies par ’analyseur spectral sont les suivantes :

k 1 3 5 7 9
A,(k) [dB]] 0.0
A, (k) [dB] [ -0.33] —30.0 | -33.2 | —33.8 | 50.7
Ay (k) [V]
Ay (k) [V]

calculez les amplitudes spectrales unilatérales et complétez le tableau ;
calculez les valeurs efficaces des deux signaux ;
calculez le TDH de y(t);

expliquez pourquoi les harmoniques pairs du signal y(¢) sont nuls.

=W =
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Signaux temporels et frequentiels
T T T T

(1) et y(t)

Usat = 9[V]

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
3

temps [s] x10”
0 T

X(f) [dB]
5
T

! ! ! ! ! ! ! !
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Y(f) [dB]

| | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
frequence [Hz]

Fic. 4.32.: Ex SF 27

184 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



Bibliographie

[1] B.P. Lathy, Linear Systems and Signals, Berkeley-Cambridge Press, Carmichael
CA, 1992

[2] A.V. Oppenheim, A.S. Willsky, Signals and Systems, Prentice-Hall, 1983

185



Bibliographie

186 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



5. Analyse des sighaux non
périodiques

5.1. Transformation de Fourier

5.1.1. Passage de la série a la transformation de Fourier

Le passage d’un signal périodique a un signal apériodique peut se faire en considérant
que la période T devient de plus en plus grande pour tendre vers 'infini. On constate
alors que les raies spectrales distantes de 1/7" se rapprochent pour se transformer en
spectre continu. Mais en méme temps, 'amplitude de celui-ci diminue pour tendre
vers zéro. Une illustration en est donnée (figure 5.1) pour une suite d’impulsions
rectangulaires dont la période augmente alors que la largeur reste constante. Comme
la surface de 'impulsion reste constante alors que la période augmente, 'amplitude

Xge du sinus cardinal ne cesse de décroitre pour tendre vers zéro.

Partant d’un signal périodique décrit par

+oo
w(t) = Y X(jk)exp(+j2m kfot)
k——o0
/
X(jk) = %/_J;j;x(t) exp(—j2r k fo )t

on évite annulation de X (jk) lorsque T" — oo en considérant la fonction
+T/2
T-X(jk) :/ x(t) exp(—j2m k fo t)dt
-T/2

A partir des correspondances suivantes

T —oo, fo—df, kfo—f, T-X(k)— X(5f)

on voit que la série de Fourier discréte devient une fonction continue. Cette fonction
X (jf) est une densité spectrale d’amplitude qui, par définition, est la transfor-

mée de Fourier du signal apériodique () :

400
X(if) = / o(t) exp(—j2r f £)dt

[e.e]
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X(t) X (k) T X(jk)
1 0.2 0.2
0.1 01
05
0
01 01
o 1 2 3 5 10 15 5 10 15

0
-0.1 -0.1
0 1 3 0 5 10 15 0 5 10 15
! 0.2 0.2
0.1 0.1
0.5
0 0 \/
0
-0.1 -0.1
0 1 2 3 0 5 10 15 0 5 10 15
temps fréquence fréquence

FiG. 5.1.: Passage de la série de Fourier a la densité spectrale
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La transformée inverse s’obtient en considérant la fonction périodique pour laquelle
la période T tend vers l'infini; on a alors :

“+oo

w(t) = Y X(jk)exp(+527 kfot)

k——o0
+oo 1
= lim ) 7 (TX(jk)) exp(+527 ko)

T—00
k——o0

“+oo
= lim (TX(jk)) exp(+j2m kfot) fo

T—o00
k——o0

Lorsqu’on passe a la limite
T —oo, T-X(jk)— X(if), fo—df, kfo—f

on obtient la définition de la transformation inverse de Fourier
400

2= [ X(f)exp(+j2nft)df

—00

Il est important de noter que les unités de X (jf) ne sont pas les mémes que celles
du signal original x(t). Dans le cas ou x(t) est une tension électrique, sa transformée
X(jf) s’exprime en [V /Hz|.

5.1.2. TF directe et inverse

Les deux relations que nous venons de démontrer constituent les transformations de
Fourier directe et inverse. On constate que les descriptions temporelle et spectrale
sont parfaitement symétriques :

o) = [ XGP et iy (5.1)
X5 = [ty a (52)

En notation abrégée, on décrira ces deux transformations par les opérateurs TF{ }
et TFI{}. La correspondance réciproque s’écrit alors :

x(t) = TFI{X(jf)} — TF{z(t)} = X(j f)

Si la fonction z(t) ne posséde pas de symétries particuliéres, sa densité spectrale
d’amplitude X (jf) est une fonction complexe :

a(t) —— X(jf) = X:(f) + i Xi(f) (5.3)

Les densités spectrales du module et de la phase valent alors :
XGHI=X() = /X200 +X2) (5.4)
/X(5f)=a(f) = arctan j((:i‘;)) (5.5)
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5.1.3. Energie d’un signal non permanent

Dans le cas des signaux non permanents, on prendra garde a parler de leur énergie et
non pas de leur puissance, car celle-ci est nulle si 'on considére une durée infiniment
longue.

De maniére similaire a ce que ’on a vu pour les signaux périodiques, on peut calculer
I’énergie d’un signal apériodique aussi bien dans le domaine temporel que dans
domaine fréquentiel :

W = /+Oox2(t)dt [V sec] (5.6)
+o0
N GRS 67)

L’expression de I’énergie d’un signal z(¢) dans le domaine des fréquences entraine la
définition de la densité spectrale d’énergie S,(f) :

SN =IXGHP=X0GF - XGH*  [V?/HE (5.8)

On notera que ses unités s’expriment en [V?/Hz?] lorsque le signal est une tension.

5.1.4. Propriétés de la transformation de Fourier

Parmi le grand nombre de propriétés associées a la transformation de Fourier, on
retiendra particulierement celles qui ont le plus d’intérét en traitement du signal.
Elles sont présentées dans le tableau 5.1.

5.2. Exemples de spectres continus

Pour illustrer I'utilisation de la transformée de Fourier, calculons les densités spec-
trales de trois signaux particuliers.

5.2.1. Spectre d'une impulsion rectangulaire

Considérons une impulsion z(t) de largeur At et d’amplitude A centrée en t = 0
(figure 5.2). Par définition de la transformation de Fourier, on a :

XG0 = [ attyes(—gan oy

o0

En tenant compte de la définition de I'impulsion rectangulaire centrée :

0 si [t|>4!

A sioft] <&
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5.2. Exemples de spectres continus

a) linéarité

ax(t) + by(t)

aX(jf) +0Y (i f)

b) décalage w(t +tq) X (5 ) exp(+j2m f ta)
¢) amortissement x(t) exp(—at), x(t)causal X727 f + a)
d) modulation x(t) exp(+727 fot) X (G(f = fo))
e) dérivation dzsft) J2nf X(if)
L Xy 1X 0)é
t o f Uf)+ 5 (0)a(f)
f) intégration / x(t)dt
o .
avec X (0) = / x(t)dt

g) convolution

H(5f) - X(5f)

H(jf)© X(f)

h) énergie

+0o0
W= / XGF)P df

j) valeurs a lorigine | z(t =0) = XGhHdf | X(f=0)= /+00 x(t)dt
k) rotation Oy y(t) = x(—t) Y(if)=X(—jf)=X"(f)
1) fonction paire z(—t) = x(t) X(f)eRr

m) fonction impaire x(—t) = —x(t) XGf)es

TAB. 5.1.: Quelques propriétés de la transformation de Fourier
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il vient :

FAL/2
X6 = [ Aexp(-j2n oy

At/2
+At)2

—A
= Tong exp(—j2m f 1)

—At/2

— . At , At
= Tont [eXp(—ﬂﬂ f=) —exp(+j2m f =)
A exp(+jm [ At) — exp(—jn [ At)
mf 2j

Utilisant la formule d’Euler :

exp(+ju) — exp(—ju)
25

sin u =

on obtient finalement :

sin(m f At)

X(5f) = AAt Tf AL

= A Atsinc(f At) e R (5.10)
Comme on pouvait s’y attendre, la densité spectrale d’amplitude d’une impulsion
rectangulaire centrée en ¢ = 0 est bien décrite par un sinus cardinal. De plus, comme
I'impulsion rectangulaire z(t) est paire, sa densité spectrale d’amplitude Y (jf) est
une fonction réelle. Enfin, on remarquera (figure 5.2) que le spectre passe par zéro
chaque fois que le sinus cardinal s’annule, c¢’est-a-dire, chaque fois que la fréquence
est un multiple de 1/At.

Le spectre de cette impulsion illustre deux points importants concernant les signaux
de durée limitée (figure 5.3) :

Un signal de courte durée posséde un spectre large bande.
Un spectre étroit correspond a un signal de longue durée.

5.2.2. Spectres d'un sinus amorti

Etudions, comme deuxiéme exemple, la transformée de Fourier d’une sinusoide de
fréquence f, décroissant exponentiellement au cours du temps (figure 5.4). Son équa-
tion s’écrit :
0, sit<O0
y(t) = (5.11)
Aexp(—at) sin(2rf,t), si t>0

Partant de la définition de la transformée de Fourier, on calcule sa densité spectrale
d’amplitude :

von = [ ) expl—janf t)dt

o
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5.2. Exemples de spectres continus

0.8
0.6

X

0.4

0.2

0.2 I I I I I I I I I
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

-1 ! ! ] ! ! ! 1 ! !
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

fréquence

F1G. 5.2.: Impulsion rectangulaire et sa densité spectrale d’amplitude

A=1At=10
1.2 10
1 8
0.8
6
= 06 =
<, S 4
< 04 X
2
0.2 M\M\A nh/\/\m
0 AT
0 |
-2
-0.2
-10 -5 0 5 10 -5 0 5
A=5At=2
6 10
5 8
4
6
= 3 s
= \3&\1 4
x 2 4
2
1 . AN
B \Vi \/ v \V
-2
-1
-10 -5 0 5 10 -5 0 5
temps fréquence

F1G. 5.3.: Le contenu spectral d’une impulsion dépend fortement de sa durée
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= /OOAexp(—at) sin(27 f, t) exp(—j2m f t)dt
0

_ / " Aexp(—at) SRS ) = xDI2TI ) oyt
0

2j

Cette intégrale ne contient que des exponentielles; elle est trés simple a calculer.
Aprés réduction des deux primitives & un méme dénominateur, on obtient :

21 f,

Y(jf) = A ec (5.12)
(a+j2rf)?+ (2n f,)?
1 T T T T T T T T T .
A=10
0.5 fp:4.0 i
a =0.25
g of
-0.5F b
_l | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
temps
T T T T T
2 i
15F *
g
> 1r 1
0.5F *
0 : !
-10 -5 0 5 10
fréquence

F1G. 5.4.: Sinus amorti et le module de sa densité spectrale d’amplitude

On remarquera que la densité spectrale d’amplitude Y (j f) est une fonction complexe
car la sinusoide décroissante y(t) ne posséde pas de symétrie particuliére. La figure
5.4 présente le sinus amorti et le module de sa densité spectrale d’amplitude.

On peut également noter les deux valeurs particuliéres suivantes

A B 21 f, A )
f=0: Y(O)_Aa2+(27rfp)2_27rfp si a2 f,

A 21 f,

f fp (pr) aa++j47rfp 24 sl a <K 7Tfp
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5.2. Exemples de spectres continus

5.2.3. Spectres de 2 impulsions

Considérons un signal constitué de deux impulsions d’amplitude A placées symétri-
quement en +ty/2 (figure 5.5). Ce signal posséde un spectre qui se calcule facilement
a partir de celui d’une impulsion centrée en t = 0 et a 'aide du théoréme du décalage.

Comme le signal z(t) est la somme de 2 impulsions décalées de +t,/2,

() = 2t + to)2) + 2t — 1o/2) (5.13)
208) = A 8P ey jons 2) + expl—gns 2)
donc
205 f) = 2AAtm:}—£?t) cos(r fto) (5.14)

De plus, par rapport a ce qui va suivre, il est intéressant de considérer également la
densité spectrale d’énergie :

sin(m fAt) 2

SAf) =127 = |2AAt TFAL cos(m fto) (5.15)

Les densités spectrales d’amplitude et d’énergie sont représentées a la figure 5.5.

T T T T

T T T T T
l -
05F
(@)
0
| | | | |
-4 -2 0 2 4

1

z(t)

-10 -8 -6 6 8 10
2 T T T T T T
| /\ N [\ |
=
\,\7‘ 0
_1 - -
(b)
_2 | | | | | | |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
T T T T T T T
4r PR AREN T
s N\,
3+ /] N\ -
5] / N
(J')N 2F 7 AN -
- ’ N -
Lo A TS
0 —Ts = | = | | | = | = ot —
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

F1G. 5.5.: Deux impulsions rectangulaires symétriques (a) avec ses densités spec-
trales d’amplitude (b) et d’énergie (c)
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5. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

5.3. Calcul de quelques transformées

Afin de mieux saisir les implications de la, TF, calculons les transformées de quelques
signaux importants en traitement du signal.

5.3.1. Exponentielle décroissante

Dans ce cas, z(t) vaut

0 si t<0
x(t) = exp(—at) e(t) = (5.16)
exp(—at) si t>0

4 2
1

0.8 3 1

_ 06 = s

% =2 < 0
0.4

0.2 1 -1

= 0 -2

0 2 4 6 -2 0 2 -2 0 2
temps fréquence fréquence

F1c. 5.6.: Exponentielle décroissante et ses spectres (module et phase)

L’application de la définition de la TF conduit a :

+o0
X(jf) = /0 exp(—at) exp(—j2n f t)dt

d’ou : )
X(Gf) = ———
(Gf) a+ j2nf

Pour illustrer le théoréme de 1’énergie, calculons 1'énergie de ce signal dans le do-
maine temporel :

(5.17)

400 +o0 1
W = / 2 (t) dt = / exp(—2at) dt = %
—00 0

a

et dans le domaine fréquentiel :

+00 e d
- / \X(jf)lefZ/oo Wéwf)?

1 onflIte 1
= —arctan — = —
Ta a |_ Z2a

On retrouve bien entendu le méme résultat dans les deux cas.

196 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



5.3. Calcul de quelques transformées

5.3.2. Exponentielle décroissante symétrique

Ce signal est décrit par :

x(t) = exp(—alt]), —oo <t < 400 (5.18)

4 2
1

0.8 3 1

. 0.6 = =

g 2 2 g 0
0.4

0.2 1 -1

0 0 -2

-5 0 5 -2 0 2 -2 0 2
temps fréquence fréquence

F1G. 5.7.: Exponentielle symétrique et ses spectres (module et phase)

De maniére plus explicite, on peut encore I’écrire sous la forme
z(t) = exp(+at) e(—t) + exp(—at) €(t) (5.19)

On a alors :

0 oo
X(jf):/ exp(+at) exp(—j2m ft) dt+/0 exp(—at) exp(—j2m ft) dt

— 00
d’ou :

o 1=0 0-1 B 2a
XUT) = a—j2nf - —(a+j2nf) a2+ (27f)2 (5-20)

On remarquera que z(t) étant pair, sa transformée est réelle.

5.3.3. Signal constant unité

Le signal constant unité vaut simplement 1 quelque soit ¢t € (—o0, +00). Au sens
des limites, il peut étre décrit a partir de 'exponentielle symétrique :

z(t)=1= lin% exp(—alt]), —oo <t < +o00 (5.21)

Ce passage par la limite est nécessaire car le signal constant n’est pas intégrable en
valeur absolue et sa transformée de Fourier ne peut donc pas étre calculée a partir
de sa définition. Par contre, partant de ’exponentielle symétrique, on a :

X(f) = lim —— ne

O oo w0
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5. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

Ce résultat coincide avec la définition d’une impulsion de Dirac. La TF d’un signal
unité est donc une impulsion de Dirac située en f =0 :

X(3f) =0(f) (5.22)

5.3.4. Saut unité

Le calcul de la TF d’un saut unité €(t) (figure 5.8) nécessite également quelques
précautions, car ce signal n’est pas intégrable en valeur absolue. Mais, constatant
que 'on a :

1 =e€(t) +e(—t)

et désignant la TF de €(t) par E(jf), il vient :

TF{1} =6(f) =EGS)+E*(1f) =2E.(f)
De ce résultat, on en déduit que la partie réelle E,.(j f) vaut 6(f)/2.
Il reste encore a trouver la partie imaginaire de E(jf). Pour ce faire, on peut re-

marquer que le saut unité peut également s’écrire sous la forme :

0 st t<0
lim,_ exp(—at) si t>0

dont la transformée (équation 5.17) est purement imaginaire et vaut 1/(j27f). On
obtient donc finalement :
1

BGF) = EG) + 3 EGF) = 55(6) +

5.3.5. Phaseur

Pour calculer sa TF, considérons le fait qu'un phaseur de fréquence fy peut s’écrire
comme suit :

x(t) = exp(+727 fot) = lim exp(—a |t|) exp(+727 fot) (5.25)

Utilisant la TF de l'exponentielle symétrique (équation 5.20) et la propriété de
modulation, on a :

o0 0 si f#fo
X(f) = lim 7 =
a=0 g2 + (27(f — fo)) oo si f=fo

La TF d’un phaseur de fréquence fy est donc une impulsion de Dirac située en
f=1lo: ‘
X(f)=0(f = fo) (5.26)
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5.3. Calcul de quelques transformées

x(t) [X@nl O X(if)
2 2
1
@ 15 1
c
205 1 0
=}
©
w 0.5 Zr 1
0
0 -2
-5 0 5 -2 0 2 -2 0 2
1 1 2
» 05 1
g 0.5
B 0 : 0
o
(@]
-0.5 -1
1 0 _2
-5 0 5 -2 0 2 -2 0 2
1 1 2
0.5 1 T
2]
2 o 0.5 0
7]
-05 -1 l
1 0 s
-5 5 -2 0 2 -2 2

FiG. 5.8.: Signaux et densités spectrales d’un saut unité, d’un cosinus et d’un sinus

5.3.6. Signal sinusoidal

Comme un signal sinusoidal est constitué de 2 phaseurs conjugués complexes (loi
d’Euler), sa TF comportera 2 impulsions de Dirac située en =+ fy. Plus précisément,
on aura :

o(f = fo) +(f + fo)
2

x(t) = cos(2m fot) = [e+j2”f°t + e_jzwfot} — X(jf) =

N | —

(5.27)

: Loy : _ §(f — fo) = 6(f +
x(t) = SIH(QWfot) = 2_ [6+]27rf0t _ 6—]27rfot] - X(]f) _ (f f0)2 : (f fO)
J J
(5.28)
La premiére TF est réelle, car la cosinusoide est paire, alors que la deuxiéme TF
est imaginaire car la sinusoide est impaire. On notera que les modules des densités
spectrales sont les mémes et que seuls différent leurs arguments (figure 5.8).

5.3.7. Impulsion sinusoidale

Parmi les propriétés des transformations de Laplace et Fourier, nous avons vu qu’a
un produit de convolution dans le domaine temporel correspond un produit simple
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5. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

dans le domaine complexe :
y) =ht)@x(t)  —  Y(f)=HGS) X(GS) (5.29)

L’inverse de cette proposition est également vraie et elle est trés pratique pour
calculer le spectre de signaux modulés en amplitude. Elle s’exprime comme suit. A
un produit simple dans le domaine temporel correspond un produit de convolution
dans le domaine complexe :

yt) =m(t)-z(t) «— Y[ N =MQGf)eX({GS) (5.30)
2
1

15
o g1
05

1 ) /\

-2 -1 0 1 2 -10 -5 0 5 10

m(t)
o
M(f)

-2 -1 0 1 2 -10 -5 0 5 10

Y()
o
o u B~

-2 -1 0 1 2 -10 -5 0 5 10
temps fréquence

F1G. 5.9.: Impulsion sinusoidale et son spectre

Considérons comme exemple une impulsion sinusoidale de durée At (fig. 5.9¢)

cos(2mfot) si || < &L
y(t) =
0 si [t] > 4
Voyant que ce signal est équivalent a la multiplication d’une sinusoide permanente
(fig. 5.9a) par une impulsion de largeur At (fig. 5.9b), on a :

1 siJt| <
y(t) =m(t) - x(t) = m(t) - cos(2m fot) avec  m(t) =
0 si [t >4t
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5.4. Quelques conclusions

Sachant que les spectres des signaux x(t) et m(t) valent respectivement

(0 (f+ fo) +0(f = fo))

| —

X(f) =

M(jf) = AAtsinc(fAt)

et que la convolution entre une fonction et une impulsion de Dirac reproduit la
fonction & I'endroit ot se situe I'impulsion, on voit que le spectre de I'impulsion
sinusoidale vaut

Y(f) = MG © X6 f) = 22 (sine((f + fo) At) + sine(f — fo) A1)

On constate ainsi que le spectre d’une impulsion sinusoidale de durée At est constitué
de deux sinus cardinaux situés en +fy et — fj (figure 5.9¢).

5.4. Quelques conclusions

5.4.1. TF des signaux périodiques

Du paragraphe précédent, on retiendra que la transformation de Fourier s’applique
également a des signaux périodiques, c’est-a-dire a des signaux de puissance moyenne
finie. Dans ce cas, les raies spectrales de la série de Fourier sont remplacées par des
impulsions de Dirac.

5.4.2. Relations avec la transformation de Laplace

Les définitions des transformées de Fourier et Laplace montrent une forte similitude.
On a en effet

XG0 = [ attes(-gan oy

“+oo
X(s) = / z(t)exp(—st)dt avec s=o+ j2rf
0

Si on a défini des transformations si proches, mais malgré tout distinctes, c¢’est que
tous les signaux ne sont pas transformables de Fourier et/ou de Laplace. En effet,
I'existence de ces transformations entrainent les restrictions suivantes :

— pour la transformation de Fourier, il faut que le signal soit intégrable en valeur
absolue et que le nombre de ses discontinuités soit fini :

/_+0<> |x(t)] dt < oo

[e.e]
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5. ANALYSE DES SIGNAUX NON PERIODIQUES

— pour la transformation de Laplace, il faut que :

+o00
/ |z(t)e™™| dt < oo
—0o0
autrement dit, il faut que le signal x(¢) pondéré par une exponentielle amortie
soit intégrable en valeur absolue.

Des deux points ci-dessus, il découle que les signaux temporaires (& énergie finie) et
les signaux permanents périodiques ou non (& puissance fine) possédent une trans-
formée de Fourier mais pas nécessairement une transformée de Laplace. Ainsi en
est-il de 'exponentielle symétrique et, au sens des limites, des signaux périodiques.

Par contre, des signaux démarrant en ¢t = 0 tels qu'une rampe z(t) = a - te(t),
une parabole z(t) = a - t*€(t), ne sont pas transformables de Fourier, alors qu’ils
possédent une transformée de Laplace.

Il existe d’autre part des signaux qui possédent les deux transformées ; par exemple,
les sighaux amortis démarrant en ¢ = 0. Et d’autres qui n’en possédent aucune; par
exemple z(t) = a -t pour —oo < t < 400.

On trouvera en fin de chapitre une table illustrée des transformées de Fourier tirée
de l'ouvrage de F. de Coulon [2].

5.5. Extension de la transformation de Fourier

Le spectre d’énergie des deux impulsions étudiées a la section 5.2.3 montre une
grande similitude avec la figure de diffraction de Fraunhofer due a deux fentes étroites
(figure 5.10). En réalité, il s’agit bien plus que d’une similitude car on montre en
physique que toute figure de diffraction est la transformée de Fourier de I'objet qui
en est la cause.

De cette analogie, on déduit que la notion de transformation de Fourier peut étre
étendue a des espaces a plusieurs dimensions. Cette transformation de Fourier multi-
dimensionnelle est définie de maniére similaire a celle que nous avons étudiée jusqu’a
présent

+o0
x(t) — X(f) = / x(t)exp (—j2m ft) dt (5.31)

(o)
avec f représentant la fréquence des oscillations, c’est-a-dire le nombre de périodes
par unité de temps. Cette fréquence est mesurée en |[Hz| ou, de maniére plus fonda-
mentale, en [1/sec].

Dans le cas particulier d’une image (espace a deux dimensions), on a affaire a une
intensité lumineuse ¢ fonction des coordonnées x et y

i=i(x,y) (5.32)
Sa transformée de Fourier est alors définie comme suit

+0o0 +0o0
i(@,y) — I(fnif,) = / / iz, y) exp (—j2m foz) exp (—j2n f,y) dzdy
(5.33)
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5.5. Extension de la transformation de Fourier

@)

- A |
e v ; \/ i 7

") | | | |
-2 -15 -1 1 1.5 2
4 PN -
/7
3r q N 1
e / \
0 2F p N |
| 7/ N\ a
1o A A
0 s > . | = | | | = | — = s
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

F1G. 5.10.: a) Deux impulsions rectangulaires et leurs spectres d’amplitudes et
d’énergie
b) Figure de diffraction causée par deux ouvertures étroites [3]
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W \\ |

J

),

Original Passe-haut Passe-bas

F1G. 5.11.: a) Transformées de Fourier spatiales d’un rond et d’un carré
b) Filtrage spatial de la lettre A avec un masque qui ne laisse passer que
les hautes ou les basses fréquences
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5.5. Extension de la transformation de Fourier

F1G. 5.12.: Alphabet de Fourier (partiel) avec le mot a découvrir
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Ici, les fréquences spatiales f, et f, représentent le nombre de périodes par unité de
longueur mesurées en [1/m|. Une illustration des spectres spatiaux (ou des figures
de diffraction) d’ouvertures circulaire et carrée est donnée a la figure 5.11; on y
reconnait la fonction sinus cardinal distribuée dans ’espace des fréquences spatiales

fz et fy.

Comme nous venons de le voir, la notion de transformation de Fourier s’applique
a des fonctions bidimensionnelles. On imagine donc aisément que les principes de
filtrage bien connus en électronique peuvent s’étendre de la méme maniére a des
signaux multidimensionnels. Une illustration en est donnée a la figure 5.11 ou 'on
voit comment ’application de masques dans le domaine fréquentiel permet d’extraire
les bords de l'image (filtrage passe-haut) ou de défocaliser I'image (filtrage passe-
bas). On notera qu’un filtrage réalisé avec un masque constitué simplement de 0 ou
1 n’est pas optimum car il entraine les effets de franges bien visibles sur les images.

Une expérience amusante consiste a lire un texte dans l’espace de Fourier si, au
préalable, on s’est familiarisé avec les spectres bidimensionnels des majuscules de
I'alphabet (figure 5.12). Quelques instants d’observation montrent qu’il est possible
de reconnaitre les lettres de 'alphabet simplement & partir de leur transformée de
Fourier spatiale. Dans cette figure, seules vingt images de ’alphabet sont présen-
tées dans l'ordre alphabétique; les lettres manquantes peuvent étre retrouvées en
essayant de se représenter leur spectre. Aprés avoir trouvé les lettres manquantes,
on peut rechercher le mot écrit avec cet alphabet.

5.6. Classification et types de signaux

Sans entrer dans les détails de la classification des signaux, il faut mentionner que
plusieurs approches sont possibles. Parmi celles-ci, on en citera deux :

— la classification phénoménologique qui met I'accent sur le comportement temporel
du signal;

— la classification énergétique ol I'on classe les signaux suivant qu’ils sont & énergie
finie ou a puissance finie.

5.6.1. Classification phénoménologique

Dans cette classification, on répartit généralement les signaux en deux classes prin-
cipales et quatre sous-classes illustrées par la figure 5.13.

Dans les deux classes principales, on trouve :

— les signaux déterministes dont ’évolution temporelle parfaitement définie peut
étre prédite par un modeéle mathématique approprié;

— les signaux aléatoires qui ont un comportement temporel imprévisible et dont la
description ne peut se faire qu’au travers d’observations statistiques.

Parmi les signauz déterministes (figure 5.14), on distingue :

— les signaux périodiques dont la forme se répéte réguliérement ;
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5.6. Classification et types de signaux

Signaux

Permanents | Non permanents

Déterministes IE[EI

| Périodiques| | Non périodiques | | Stationnaires| | Non stationnaires

FiG. 5.13.: Classification phénoménologique des signaux

() (b)

T A A
! VIV,

temps temps

F1G. 5.14.: Exemples de signaux déterministes : (a) périodique, (b) pseudo-aléatoire,
(¢) quasi-périodique, (d) non-permanent
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(b)

T T T T T

T
(R L L i VS

|
-5 —4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4 5

T T T T T T T T T

ok A /\ A /\/\ /\!\/\/\m “ il bbb WRWITR
\/w L\/\/\/\/UVV\/\/\/\/VU \/V\/\/J WVWVVV W W

_1 - -

| | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
temps

F1G. 5.15.: Trois exemples de signaux aléatoires : (a) bruit blanc, (b) bruit large
bande, (¢) bruit non-stationnaire

— les signaux pseudo-aléatoires qui sont des signaux périodiques mais avec, a l'inté-
rieur de la période, un comportement aléatoire ;

— les signaux quasi-périodiques qui résultent d’une somme de sinusoides dont le
rapport des périodes n’est pas rationnel ;

— les signaux non-périodiques; ils sont essentiellement représentés par des signaux
transitoires dont 'existence est éphémeére.

Parmi les signauz aléatoires (figure 5.15), on distingue :

— les signaux stationnaires dont les caractéristiques statistiques ne changent pas au
cours du temps (p.ex : le bruit électronique) ;

— les signaux non-stationnaires dont le comportement statistique évolue au cours
du temps (p.ex. : la parole).

5.6.2. Classification énergétique
L’énergie W, d’un signal z(t) est définie comme suit
+0o0
W, = / 2(t) dt (5.34)

On dira que ce signal est & énergie finte si W, < oo. Dans cette catégorie, on
rencontre tous les signaux temporellement éphéméres qu’ils soient déterministes ou
aléatoires.
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5.6. Classification et types de signaux
La puissance moyenne P, d’un signal z(t) est définie par

1 +T/2
P, = lim —/ 2 (t) dt = X2, (5.35)

T/2

On notera que cette définition coincide avec celle du carré de la valeur efficace du
signal x(t). On dira que celui-ci est a puissance finie si P, < oco. Cette catégorie
englobe les signaux périodiques, quasi-périodiques et les signaux aléatoires perma-
nents. Dans le cas ol le signal est périodique, la durée d’intégration T' est prise égale
a une période du signal.

Certains signaux théoriques n’appartiennent a aucune de ces catégories ; c’est le cas,

par exemple, de 'exponentielle x(t) = e %, —oo0 <t < oc.
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5.7. Table illustrée de quelques transformées de
Fourier [2]

15.4 TABLE ILLUSTREE DE TRANSFORMEES DE FOURIER

x (1) X(f) XN
rect (¢/T) sin(@/ 1)
1 nfT T
. =Tsinc(fT)
- !
-T2 0 T2 ¥
impulsion rectangulaire or
tri(t/T) =Tsinc®(fT) |

| 3

=T 0 T

impulsion triangulaire

e dTe(r) )

a+j2nf
air] 2a
a*+ (2xf)? /\
—l/a 0 lja -
double exponentielle ai(Zm)
i ig(y=cmt’ ig(fr=c A
| '
! i I A
|
N
. BRI -1 0 1
impulsion gaussicnne
i 2nf
e @lsin(Qnf, t)e(r) - £ ‘
(@+j2nf)?+ Qufy)? 1 .
ivj\vﬂ [ /\ . /‘\f
0 T 1 |
{ —
sinusoide amortie - 0 fo=T"
| o+
i j2nf |

| ar 7
k e M cos(2nf, 1)e(r) (@+j2nf)*+(2nf,)?
AN

I
: -/ 0
cosinusoide amortic -0
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5.7. Table illustrée de quelques transformées de Fourier [2]

15.4 TABLE ILLUSTREE DE TRANSFORMEES DE FOURIER (suite)

x(1) X(f) 1X ()
(e7 ~e "0y e(n) : -t
b-a (@+j2nf) (b +j2nf) (ab)
' /
0 o'
§5(r) 1
| )
| . 4
0 0 o
mpulsion unit¢ (Dirac)
K K&(/f)
K
' K f
0 0! -~
constante
1 5 .
l‘ e (1) 3 (f)+ 247 ?
: N
0 o) -
saut unité
[ sgn (1) = L LI
1 e il inf ‘ ‘?{O
!
0 o = Q‘ bl ,/ ‘\f
-1 Or ——
fonction signe
a
| cos(2nf 1) -rect (1/A) Py {smc[A(/+ﬁ,)}
“{A[\ l /\%-’3 ! T :
! : +sinc{a(f-£)1} I
IARIG 1
-4 Ol foi_]
impulsion cosinusoidale A
I _ ! .
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15.4 TABLE ILLUSTREE DE TRANSFORMEES DE FOURIER (suire)
x (1) X(f) X (N
! cos 2efy 1) N EIAERIVEAIE
ANVANA “ 1 ,_
+ 1 2
o[ \ /5" I ] L
-1+ B o
signal cosinusoidal fo 0 f=T
. i
1 sin (27 f, 1) -;-)[5(f—fo)"5(f+/;)]
,J\ AN ;I \ L
A U= !
o ~fo O fo=T7!
signal sinusoidal
jnfr §(=13)
+j Im\ ¢ f f ‘
- 5 Re ‘ 1‘ s
We::m: 0 o
—J
Mot . nr Mg n
2 X, g z X,,s( ~7)
MM T
'
- 4 i
—2TU0\¥U \ar H”‘ HH !
. C o 7’
signal periodique
Arep 7{2rect (20/T) EX,,é(f—n/T)
lA —rect (t/T)} n
—R/? - avec 37!
2 t f
= A X, =Asinc (n/2) st TO TI_‘Y t
b 2
onde carrde ——| pourn==+1,+5, ..
- mn
2A
—!;—n— pourn=213,+7, ..
X, =0 pour n nul ou pair
Arep rlrect (1/8)] z Xn6(f—n|T) avec
+A n AAIT
ﬂ m ﬂ ! Xn=A——Asinc(nA/T) IM
~T -34034 T T ettt 1 h!..‘ il
suite d'impulsions rectangulaires 0,-14
()= T su-nT) L T f-= =l‘51T(f)
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RIRIRAREEES 1 MHf
-T 0T 0 B
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5.8. Exercices

5.8. Exercices

TF 1 A partir de la seule observation du signal temporel de la figure 5.16, précisez
ce que vaut sa densité spectrale en f = 0 puis calculez et esquissez sa transformée
de Fourier.

151 7

x(t)

temps [msec]

Fi1G. 5.16.: Exercice TF1

TF 2 Partant de la TF d’une impulsion rectangulaire et de la propriété d’intégra-
tion, calculez les TF de x(t) et y(t) (figure 5.17). Aprés calculs, vous remarquerez
que Y (jf) peut s’écrire sous la forme d’un sinc?.

TF 3 Partant de la TF d’une impulsion et d’un saut unité, trouvez celle de z(t)
(figure 5.17). Est-il possible de trouver Z(j f) a partir de Y (j f) 7 Vous pouvez vérifier
votre résultat en calculant Z(jf = 0) qui doit étre égal & At/2.

TF 4 Soit un signal carré périodique symétrique (& valeur moyenne nulle) d’am-
plitude A. Esquissez

1. le signal () ;
2. le spectre que I'on obtient avec les séries de Fourier ;

3. le spectre que 'on obtient avec la transformation de Fourier.

TF 5 Considérant le signal z(t) = exp(—alt|), calculez et esquissez x(t) et X (jf),
puis vérifiez les 2 égalités suivantes :

Q) X(0)= /_+°°x<t>dt, b 20 = [ XGHdf

o —00
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1, |
<0
-1k : ‘ f
-400 -200 0 200 400 600
l, -
Zo5¢ :
0 | I I
-400 -200 0 200 400 600
17 T T T |
E05f .
0 | 1 I
-400 -200 0 200 400 600
temps [msec]
F1G. 5.17.: Exercices TF2 et TF3
TF 6
‘ ‘ ‘ fréquence ‘ temps
1 la partie réelle de X (jf) est nulle

2 la partie imaginaire de X (jf) est nulle

3 il existe un décalage g tel que
exp(72m fto) X (5 f) est réel

4 il existe un décalage ty tel que
exp(j2m fto) X (5 f) est imaginaire

5 X(jf) est continu

1. Considérant les cinq propriétés fréquentielles du tableau ci-dessus, exprimez
leur équivalent temporel dans la colonne de droite.

2. Pour chacun des signaux temporels de la figure 5.18, quelles sont les propriétés
du tableau qui s’y appliquent ?
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3. Construisez un signal qui ne posséde aucune des cing propriétés mentionnées

dans le tableau.

L : :
(@) 1
(b)
0.5
0 0.5
-0.5
-1 0
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
! © ! @
0.5 0.5
0 0
-0.5 -0.5
-1 -1
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
— L :
1 D)
(@)
0.5
0.5 0
-0.5
0 -1
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6

Fi1G. 5.18.: Exercice TF6

X(t)

temps [msec]

F1aG. 5.19.: Exercice TF7

TF 7 Soit X(jf) la transformée de Fourier du signal x(¢) de la figure 5.19. Sans

calculer explicitement X (jf), recherchez :
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1. la densité spectrale de phase de X (jf);
2. la valeur de X (f =0);

3. la valeur de fj;o X(Hdf;

4. la valeur de fj;o ’X(jf)|2 df.

TF 8 Connaissant la TEF d’une sinusoide amortie démarrant en ¢ = 0

ey 27 fo
XUD =T gon e + r o

1. calculez la TF d’une sinusoide non amortie démarrant a 'instant ¢t = 0;

2. esquissez les modules des spectres X (jf), Y(jf) et celui d’une sinusoide per-
manente ;

3. discutez les différences existant entre ces trois spectres.

TF 9 On applique une exponentielle décroissante u; (t) = Uy exp(—at) €(t), d’amor-
tissement

a =100 [1/sec] & un filtre passe-bas de constante de temps 7 = 1 [msec] ;

1. calculez la TF Us(jf) de la tension de sortie us(t) du filtre;

2. utilisez le tableau des transformées pour déduire I'expression temporelle de

TF 10 Soit un message m(t) = A cos(27 fit) modulé en amplitude par une porteuse
sinusoidale p(t) = sin(27 fot) :
1. calculez la TF du signal modulé z(t) = m(t) - p(t) = A sin(27 fot) - cos(27 fit) ;
2. esquissez le spectre du signal modulé | X (jf)| sif; = 10 [kHz] et f, = 800 [kHz] ;

3. idem 2) lorsque le signal m(t) posséde un spectre continu | M (j f)|triangulaire
et non-nul entre 2 [kHz| et 10 [kHz|.

TF 11 Soit le signal :
Upcos(2m fot)  si|t| <t
u(t) =
0 si |t‘ > iy
1. esquissez u(t);
2. calculez sa TF U(jf);
3. esquissez |U(jf)| pour Uy =1[V], T =1/fy=1[msec|, t;= 10[msec].

Ce signal correspond a l'observation d’une fonction sinusoidale pendant une durée
finie 2¢3. On remarquera, une fois le calcul effectué, que I'analyse spectrale d’une
sinusoide pendant une durée finie revient a remplacer les raies spectrales situées en
f = % fo par la fonction sinus cardinal.
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TF 12 Soit la fonction :

% (1 —cos(2mfot)] i ft| <

]!

u(t) =

0 si |t >

Sl

esquissez u(t);
calculez sa TF U(jf);

esquissez U(jf) et la TF d’une impulsion rectangulaire de méme durée;

- W =

observez les différences.

TF 13 Connaissant la transformée F(jf) d’'un saut unité €(t), calculez la trans-
formée S(jf) de la fonction signe s(t).

TF 14 Montrez qu’un produit simple dans I'espace des fréquences correspond a
un produit de convolution dans ’espace temps :

+o00

YGf) = XGH-HGH & yt) = o(t) @ h(t) = / £(0)h(t — 6)d0

—00

Pour démontrer ce résultat important et bien connu, vous pouvez d’abord exprimer

la TFIde Y(jf) :

y(t) = / CY(GPep(rienstdf = [ HGHXGPexp(+i2nfo)df

—00 —0o0

puis y introduire la TF de x(t) :

N " o(0)eap(—j2n f0)do

[e.o]

TF 15 Considérant la réponse d’un filtre h(t) dont le spectre est le suivant :

1 si|f| < 100[Hz]
H(jf) =
0 sinon
1. esquissez H(jf);
2. calculez, puis esquissez h(t);

3. ce signal correspond a la réponse impulsionnelle du filtre décrit par H(jf); ce
filtre est-il réalisable 7 pourquoi?
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TF 16 Considérant un signal u(t) dont le spectre est le suivant :

1 si100[Hz] < |f| < 200 [He]
UGif) =
0 sinon
1. esquissez U(jf);
2. calculez puis esquissez u(t);

3. que vaut son énergie?

TF 17 Utilisez la transformation de Fourier pour trouver le courant circulant dans
un circuit RC série sachant que le signal appliqué est un saut de tension d’ampli-
tude E.

TF 18 On applique une fonction signe u(¢) d’amplitude E a un filtre RC passe-
bas.

1. utilisez la transformation de Fourier pour trouver la tension de sortie;

2. esquissez uy(t) et uy(t).

TF 19 On applique une exponentielle symétrique uy (t) = Upexp(—a|t|) a un filtre
passe-bas de constante de temps 7.

1. avant de vous lancer dans les calculs, esquissez u;(t) et imaginez ce que peut
étre us(t);

2. calculez la tension de sortie du filtre.

La marche & suivre est la méme que celle utilisée avec la transformation de La-
place : décomposition en somme de fractions simples puis recherche des coefficients
par identification avec des transformées connues.

TF 20 On applique une exponentielle décroissante u;(t) = Uy exp(—at) - €(t) a un
filtre passe-bas idéal de fréquence de coupure f..

1. exprimez Ui (jf) et Us(jf); esquissez leur module;

2. en admettant Uy = 10[V] et a = 1000 [1/sec], calculez les énergies E; et Fy
des signaux d’entrée et de sortie lorsque :

(a) fo=1[H]; b) fo= 2.
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TF 21 On applique a un filtre passe-bas de constante de temps 7 = 1 [msec| un
signal u;(t) dont le spectre est défini par :

1[V/Hz] si100 [Hz] <= |f] <= 300 [Hz]
Ul(jf) =

0 sinon

1. exprimez la fonction de transfert H(jf) du filtre; que vaut sa fréquence ca-
ractéristique f.7

esquissez U1(jf), H(jf) et Us(5f) pour —500 [Hz] < f < +500 [Hz];
quelles sont les énergies F; et Fy des signaux d’entrée et de sortie ?

comment évoluera Fs si la constante de temps 7 diminue ?

AR

comment calculeriez-vous usy(t) 7 Ne faites pas les calculs, mais précisez point
par point votre démarche ; essayez d’entrevoir les difficultés de ce calcul.

TF 22 On applique & un filtre passe-bas de constante de temps 7 = RC' = 10 [msec]
une tension exponentielle u;(t) = 10 exp(—at)e(t) avec a = 1000 [1/sec].

1. esquissez u(t) et us(t);

2. calculez les énergies contenues dans les signaux d’entrée et de sortie.!

TF 23 On applique une impulsion de Dirac 4(¢) a un filtre passe-bande dont la
fonction de transfert vaut :

DalL

. 0 1
H(jf)= , i — 2 DOEQ—
1+D0;—£+(§—§) 0

1. esquissez les spectres des signaux d’entrée et de sortie;

2. exprimez l'énergie du signal de sortie contenue dans la bande passante A f

sachant que :
1 1

2mv LC : | 0 Qo

fis = % [il +4/1 +4Q(2)] Af = foDy

1Si le calcul de ’intégrale définie nécessaire pour obtenir 1’énergie vous parait trop difficile, essayez
la démarche suivante :

fo

a) esquissez la fonction a intégrer ;
b) estimez des limites raisonnables pour la valeur de ’énergie;

c) a laide d’un petit programme (une douzaine de lignes), intégrez numériquement la densité
spectrale d’énergie. Si le nombre de pas est suffisant, le résultat obtenu sera tout a fait
satisfaisant.
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TF 24 Considérant le spectre X (jf) de la figure 5.20 constitué d’un sinus cardinal
d’amplitude X (0) = 2-1073 et de 2 impulsions de Dirac de surface 1/2, trouvez puis
esquissez le signal x(t) correspondant.

20 x 10
15F
10+ 1/2 1/2
s
x
5 |
0 /\\/ \//\

_5 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
fréquence [kHz]

FiG. 5.20.: Exercice TF24

TF 25 A partir du signal z(t) = exp(—at)e(t), trouvez le spectre de y(t) = sgn(t).
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6. Eléments d'analyse spectrale
numeérique

6.1. Passage de la TF ala TFD

[’échantillonnage des signaux analogiques est étudiée en détail dans la premiére par-
tie du chapitre suivant. Pour ce qui suit, il suffit de savoir que tout signal analogique
x(t) est acquis & un rythme régulier dicté par la période d’échantillonnage T, et qu’il
est stocké en mémoire d’ordinateur. Ces signaux z[n| sont des signaux numériques
obtenus & I’aide d’un convertisseur analogique-numeérique (figure 6.1) et tels que

2] =z ()] —n 1, (6.1)

4 X(1) 4 X[n] = Xx(t=nTg)

Signal échantillonné

F1G. 6.1.: Acquisition numérique d’un signal analogique

Le passage de la transformation de Fourier (TF) des signaux analogiques x(t) a la
transformation de Fourier discréte (TFD) des signaux numérisés x[n| fait intervenir
trois opérations :

— Dl’échantillonnage du signal analogique ;
— la limitation de la durée de I'enregistrement de ce signal ;
— la discrétisation de la fréquence pour 'analyse spectrale numérique.

Ces trois opérations, apparemment anodines, ont des conséquences dont il est im-
portant d’évaluer 1’étendue. Pour mémoire, on rappelle trois propriétés de la trans-
formation de Fourier dont on aura besoin par la suite :

— au produit simple dans un espace correspond un produit de convolution dans
Iautre

z(t) - y(t) — X(Gf) @Y (5f) (6.2)
z(t) @y(t) — X(Gf)-Y(5f) (6.3)
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— la TF d’un peigne d’impulsions de Dirac est également un peigne de Dirac

7 0) (6.4

— la TF d’une impulsion rectangulaire d’amplitude A et de largeur At est un sinus
cardinal

or.(t) «—

sin(m fAt)

wfAL
Afin de concrétiser au mieux les relations existant entre les espaces temps et fré-
quence, on considérera par la suite que les signaux étudiés sont fournis sous la forme
d’une tension électrique que ’on échantillonne réguliérement pendant une durée finie
avant de calculer numériquement son contenu spectral. Ainsi, pour chaque équation,
on pourra préciser les unités des résultats obtenus.

Arect(t/At) «—— AAt = A Atsinc(fAt) (6.5)

6.1.1. Signaux continus non-périodiques

Un signal analogique x(t) et sa densité spectrale X (jf) sont reliés entre eux par les
relations

+o0
X3 f) :/ x(t) exp(—j2m ft)dt [V sec] (6.6)
o) = [ XGR el dr [V (67

Ces transformations directe et inverse montrent a I’évidence, la parfaite symétrie
qui relie les espaces temps et fréquence (figure 6.2.a). A cette symétrie correspond
la propriété suivante :

a un signal temporel continu non périodique correspond un
spectre continu non périodique.

6.1.2. Signaux discrets de durée infinie

On considére ici que le signal continu x(t) (figure 6.2.a) est échantillonné tous les
multiples de la période d’échantillonnage 7,. Cette opération d’échantillonnage peut
étre représentée mathématiquement par la multiplication du signal x(¢) avec un
peigne d’impulsions de Dirac distantes de T, (figure 6.2.b)

z(t=nT,)=xz(t) - or,(t) (6.8)
On obtient ainsi une suite d’impulsions de Dirac pondérées par les valeurs x (t = nT,)
(figure 6.2.c) ; celles-ci représentent alors le signal discret x[n| = z(t = nT,).

Dans l'espace fréquentiel, le peigne de Dirac temporel 67, (¢) devient un peigne de
Dirac périodique f, (figure 6.2.b)
1

M) =TFE (0} =

o7.(f) (6.9)
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6.1. Passage de la TF a la TFD

temps fréquence
a) \ /I{
T T ¢ fV
b) o7, () Ap =340 /T
e T 1 o
' At T ?
| - w
c - -
-1, /2 +f, /2 ;g
d) 4
w(1)
— T=N A
- T/2 T/2 t ST
e) | \Mm
_ T2 ' 12 Tt Py iy
f) A (1) =0d7(1) ' Sar()
T Tv N A= 1T
-7 T 1 -
g) x(1)
T=N At
=NA
T n{ f fﬁnf t Je=NA&f

«— N——>t “«—N—> ¢

F1G. 6.2.: Passage de la TF a la TFD [1]
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Comme le produit simple dans ’espace temps conduit & un produit de convolution
entre les spectres X(jf) et A(f) (figure 6.2.c), on constate que :

a un signal échantillonné ou discret correspond un spectre continu
et périodique f..

Le calcul du spectre X (jf) d’'un signal discret z[n] se fait & partir de la définition de
la transformation de Fourier des signaux continus (équation 6.6). On obtient alors

X.(5f)=T. Z x[n]exp(—j2m fnT,) [V sec] (6.10)

n=—oo

Partant de ce spectre X (jf), on peut bien entendu revenir au signal temporel z[n] :

+fe/2
o] = /_f | Xnenepe Ty g V) e <n<ioo (61

6.1.3. Signaux discrets de durée finie

Dans le cas o 'on désire traiter numériquement un signal, le nombre de valeurs x[n]
ne peut pas étre infiniment grand. On est donc contraint & ne prendre en compte
qu'une partie du signal original. Mathématiquement, cette opération de troncation
revient a multiplier le signal z(¢) par une fenétre rectangulaire w(t) de largeur T’
(figure 6.2.d).

A cette multiplication dans Uespace temps correspond un produit de convolution
dans 'espace des fréquences entre le spectre du signal X (jf) et le spectre en sinus
cardinal de la fenétre w(t). Il en résulte une déformation du spectre original causée
par les ondulations du sinus cardinal (figure 6.2.e).

Le signal x(t) est enregistré pendant une durée finie 7" en échantillonnant N valeurs
du signal z(t). On a donc T' = N - T,. La suite de valeurs discrétes xy[n| ainsi
obtenue sera énumérée avec le compteur temporel n compris entre 0 et N — 1 et le
spectre du signal tronqué se calcule alors comme suit

N-1
Xen(if)=T. Z zn[n]exp(—j2nfnT.) [V sec|

n=0

Il est bien clair que les N valeurs temporelles peuvent s’obtenir par transformation
inverse de X, n(jf)

+fe/2
zyln| = /f B Xen(f)exp(+g2nfnT.)df |[V], 0<n<N-1
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Remarque Par la suite, aucune distinction ne sera faite entre xy[n] et z[n] d’une
part, et X, n(jf) et X.(jf) d’autre part, car le contexte permettra toujours de
savoir si la longueur N de la suite considérée est finie ou non; les 2 relations ci-
dessus s’écriront alors

X (5f)=T. : z[n]exp(—j2rfnT,) |V sec| (6.12)
+fe/2

ol = [ XD ep(egzm T V] (6.13)
—fe/2

6.1.4. Discrétisation de la fréquence

Afin de pouvoir calculer numériquement un spectre, il est évidemment nécessaire
de discrétiser la fréquence. En divisant le domaine fréquentiel en N intervalles, I'in-
crément fréquentiel vaut Af = f./N et les fréquences analysées, au nombre de N,
sont :

f=k-Af=k-f/N (6.14)

Cette discrétisation de la fréquence n’est rien d’autre qu'un échantillonnage dans le
domaine spectral et les résultats des opérations d’échantillonnage et de multiplica-
tion vues plus haut pour l'espace temps s’appliquent également dans l'espace des
fréquences (figure 6.2.f et 6.2.g) et conduisent a la propriété suivante :

a la discrétisation du domaine spectral correspond un signal
temporel périodique.

Tout se passe comme si la durée d’acquisition 7' correspondait & une période du
signal temporel z[n|. Le spectre considéré & présent est donc un spectre discret que
I'on écrit X[jk] avec 0 < k < N — 1. Tenant compte des relations temps-fréquence,
I’argument du phaseur s’écrit

e ok
+72m fnT, = £72r kAfnT, = +j27 k‘fﬁ nT, = +j27 Wn (6.15)

Le spectre X[jk] et le signal temporel z[n] se calculent alors comme suit

N-1 .
ok
X[jk] =T, z[n]exp (—] ]WV ”) [V sec] 0<k<N-—1 (6.16)
N-1 .
1 2k
2ln] = = > X[k exp <+‘7 ]WV ”) V] 0<n<N-—1 (6.17)
¢ k=0

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 227



6. ELEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

6.2. Relations temps-fréquence

Comme les domaines temporel et fréquentiel sont discrétisés avec le méme nombre
de points N, on peut relever que

1. 'espace du temps est caractérisé par la durée de I'enregistrement 71" et par
I'incrément temporel At (qui n’est autre que la période d’échantillonnage T)

tel que

T
At=1T, = — 1
t=T, =+ (6.18)

2. I'espace des fréquences est caractérisé par l'incrément fréquentiel Af et la
fréquence maximum f,,,, qui n’est autre que la fréquence d’échantillonnage f.

:fma:czé
N N

Af (6.19)
Ces deux relations ayant en commun la période d’échantillonnage T, et son inverse
la fréquence d’échantillonnage, on a

1 T 1

AtETeEﬁ & N:N-Af

(6.20)

On en déduit donc trois relations importantes liant les domaines temporel et fré-
quentiel

Af = % (6.21)
A
fmax:fe - At_Te (622)
At-Af = % (6.23)

De plus, on définit la fréquence de Nyquist fy comme étant la limite du domaine
d’analyse spectrale
e

fv =4

(6.24)

Les relations que nous venons de voir peuvent se traduire par les propriétés suivantes.

1. L’incrément fréquentiel Af est l’inverse de la durée temporelle T.

2. La période spectrale f,,.. = f. est l'inverse de lincrément tempo-
rel At.

3. Le domaine d’analyse spectrale est limité par la fréquence de Ny-
quist f./2.
4. Pour un nombre donné de points N, il n’est pas possible d’avoir

stmultanément une trés bonne définition temporelle (At petit) et une
trés bonne définition fréquentielle (Af petit).

Une illustration des relations existant entre les domaines temporel et fréquentiel est
donnée dans la figure 6.3.
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6.2. Relations temps-fréquence
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F1G. 6.3.: Relations temps — fréquence
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6. ELEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

6.2.1. Analyse spectrale avec Matlab

Dans la section suivante, on précisera ce qu’est la transformation de Fourier discréte
ou FFT (Fast Fourier Transform). Mais par rapport & ce que nous venons de voir, il
vaut la peine de montrer ici combien ’analyse spectrale d’un signal z(¢) est simple &
faire. Dans Matlab, elle se réduit aux cinq lignes du paragraphe ci-dessous consacré
au domaine fréquentiel. Le résultat graphique en est présenté a la figure 6.4.

% domaine temporel

Te = 0.1e-3;

tmin = -10e-3; tmax = 10e-3;

tn = tmin :Te :tmax - Te;

TO = 2e-3;

5xcos (2xpixtn/TO + pi/3) + 2*sin(6*pi*tn/TO0 - pi/4) ;

Xn

% domaine fréquentiel

fe = 1/Te;

duree = tmax - tmin ;

df = 1/duree;

ff = 0 :df :fe-df;

Xjf = fft(xn) / length(xn) ;

% graphes

subplot(2,1,1) ;

plot(tn,xn) ;

xlabel (’temps [sec]’) ; ylabel(’x(t)’) ;
subplot(2,1,2) ;

stem(ff, abs(Xjf)) ;

xlabel (’fréquence [Hz]’) ; ylabel(’ |X(jf)1’) ;

6.2.2. Pulsation normalisée

Dans ce qui précéde, on a constamment vu apparaitre un phaseur faisant intervenir
Pargument +527n fT, :
exp (j2mn fT,)

Il est donc naturel de chercher & alléger I’écriture en définissant la pulsation numé-
rique ou normalisée € qui s’exprime en radians (figure 6.3) :

Q=2rfT. = 27rfi [rad] (6.25)

Comme le spectre de base est compris entre +f,. /2, on voit que la pulsation norma-
lisée prendra ses valeurs entre £m et que les transformations de Fourier s’écrivent :

Xe(jQ) =T. Y z[n]exp(—jnQ) [V sec] (6.26)

n=—oo
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6.3. Transformation de Fourier discréte

x(t)

_10 | | | | | | | | |
-0.01 -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 0 0.002  0.004  0.006 0.008 0.01
temps [sec]

fréquence [Hz]

Fi1G. 6.4.: Résultats d’une analyse spectrale simple

ainl = 2 [ X0 exp(jn)d0 V] (6.27)

6.3. Transformation de Fourier discréte

6.3.1. Définition de la TFD

En observant les relations (6.16) et (6.17), on constate que, mis a part le changement
de signe du phaseur et les coefficients précédant la somme, les calculs du spectre
X|[jk] ou du signal z[n| se font de la méme maniére. Ceci conduit & définir les
algorithmes des transformations de Fourier discrétes directe ou inverse comme suit :

Xpljik] = ng[n] exp (—ﬂ?v’“”> V] 0<k<N—1 (6.28)
zpln] = ]::ol Xp[jk] exp (+j2]7;k") V] 0<n<N-1 (6.29)

Comme ces deux définitions ne différent que par le signe de ’exponentielle qui pon-
deére les signaux z[n| et Xp[jk|, on voit quun méme algorithme peut étre utilisé
pour les transformations de Fourier directe et inverse. Alors les résultats de la TFD
ainsi définie sont reliés aux spectres et signaux réels par les relations suivantes :

X[jk]l =T. - Xp[jk] (6.30)
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(6.31)

La figure 6.6 illustre le passage du domaine analogique au domaine numérique ol
I'on a, d’un coté, des signaux et des spectres continus alors que de 'autre, on n’a
que des valeurs numériques stockées en RAM.

6.3.2. TFD d’'un signal périodique

Nous avons vu que le passage de la TF a la TFD peut modifier de maniére sensible
les résultats de I'analyse spectrale & cause de la troncation. Par contre, si le signal
temporel x(t) est périodique, on peut se trouver dans la situation idéale ou les raies
spectrales du signal z7(t) sont en parfaite coincidence avec les raies analysées par
la TFD. Pour remplir cette condition, il suffit d’enregistrer trés exactement une ou
plusieurs périodes du signal temporel.

En comparant les définitions de la décomposition en série de Fourier :

+T/2 o
Xorlikl = 7 [ erltesp (-2 ) W (6.32)
5= Y Narliflesy (+j2;“) V] (6.33)

avec celles de la TFD (équations 6.28 et 6.29 ), on voit alors apparaitre les relations
suivantes :

Xorljk] = 2200 (6.34)
or(t =nT.) = xlj’\[fn} (6.35)

6.3.3. TFD et FFT

La découverte de la transformation rapide de Fourier en 1965 par Cooley et Tukey
[3] a été d’une importance majeure pour le traitement du signal car elle a permis
d’envisager 'analyse spectrale numérique de signaux de longue durée en des temps
raisonnablement courts. L’algorithme de Cooley et Tukey a trés vite été connu sous
le nom de transformation rapide de Fourier et il est généralement désigné par son
appellation anglo-saxonne : FFT (Fast Fourier Transform).

Il est aisé de voir que le nombre d’opérations arithmétiques (sommes et produits)
nécessitées par la TFD d’une suite de longueur N est proportionnel a4 N2. Ce qui,
pour une suite de longueur 1000, conduit a calculer 1°000°000 de sinus et cosinus
suivis d’une addition et d’une multiplication; les temps de calcul deviennent trés
vite prohibitifs..
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L’algorithme de la FFT utilise le fait que l'opération de la TFD globale peut étre
décomposée en la TFD de séquences de plus en plus courtes. Il en découle alors que le
nombre total d’opérations est bien inférieur a celui imposé par la simple application
de l'algorithme de la TFD. En contrepartie, le nombre de points analysés N doit
étre une puissance de 2. Le nombre d’opérations demandées par le nouvel algorithme
est alors fortement diminué et il vaut

Nop =~ N loga(N) (6.36)

Alinsi, pour transformer 1024 points, le nouvel algorithme demande environ cent fois
moins de temps que la TFD :

N* N 1024

Nop  log2(N) 10
Il ne faut pas se méprendre sur la signification de la FFT : 'algorithme FFT n’est
pas une nouvelle transformation. Ce n’est rien d’autre qu’un moyen rapide d’obtenir
les mémes résultats que ceux fournis par la TFD (figure 6.5). Différents algorithmes
de FFT sont présentés dans le livre de Burrus et Parks [4].

= 1024

Nombre d’opérations pour la transformation de n points par TFD ou FFT
6 T T T T T T T T T

10 | | | | | | | | T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

n =2 000

Rapport des temps de calcul par TFD ou FFT
120 T T T T T T T T T

100

80

60

40

20

| | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n =2 000

F1G. 6.5.: Illustration de lefficacité de la FFT par rapport a la TFD

6.4. Relations entre les domaines analogique et
numeérique

En conclusion et en résumé de ce que nous venons de voir dans le détail, la figure 6.6
illustre le passage du domaine analogique au domaine numérique. L’interface entre
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les domaines analogique et numérique est réalisée par un échantillonneur qui acquiert
les signaux & un rythme fixé par la période d’échantillonnage T, = 1/f.. On peut
noter que, du coté analogique, on a des signaux et des spectres continus (ou discrets
si x(t) est périodique) reliés entre eux par la transformation de Fourier alors que
du c6té numérique, on n’a que des valeurs numériques x[n] stockées en RAM sur
lesquelles on travaille avec I'algorithme de la TFD ou de la FFT pour obtenir X [jk]
(figure 6.6).

Si on considére, comme on I’a vu dans la figure 6.2, que la partie enregistrée x[n]
du signal analogique x (t = nT,) représente une période du signal numérique, on
voit alors que l'analyse spectrale numérique se raméne tout simplement a la série
complexe Xgr(jk) de Fourier et que la connaissance des relations suivantes suffisent
pour 'analyse spectrale d’un signal analogique dont on a enregistré N valeurs a la
fréquence f. = 1/T, :

Xpljk] = FFT (z[n]) < xp[n] = IFFT (Xpljk]) (6.37)

Nep(jk) = XDN[jk] _ FFT]\(far[n]) o an] = x,;];\[fn] (6.38)
1 fe

f=0,---kAf - fo—Af avec Af:NT:N (6.39)

6.4.1. Calcul et analyse d'une TFD

Afin d’illustrer I'usage de ces relations considérons la suite suivante z[n] = {0, 1, 2, 3}
qui pourrait provenir, par exemple, de I’échantillonnage d’une rampe. Comme la
période d’échantillonnage n’est pas donnée, on admet 7T, = 1sec. De cette donnée
élémentaire, on en déduit immédiatement

1
N=4 Af= =0.25H 6.40
) f NTe zZ ( )
t, =0,1,2 3sec, fr,=0,0.25,0.5,0.75Hz (6.41)

Il y a donc quatre échantillons temporels et quatre raies spectrales décrites par

3
Xpljk] = TFD(z[n]) = > a[n]e “™""  avee k=0,---,3 (6.42)
n=0
Avant de se lancer dans le calcul de Xp[jk], il est est intéressant de noter que
6—j27rkn/N _ (e—jkﬂ'/Q)n
On obtient ainsi

~pour k=0, e k2 =1;avecn=0,1, 2,3

Xplj0]=0-14+1-1+2-14+3-1=6
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—pourk=1, e kT2 = i"2 = _j:avecn=0, 1, 2, 3
Xpl[jl] = 0.7 Y2 1.7 U2 4 0. e %m/2 L 3. =3/
= 0-1+1-(=j)+2-(=1)+3-(+))=—-2+27
—pour k=2, e k2= i" = _1:avecn=0,1,2,3
Xplj2] = 0-e7 %™ 1.7 YT 4 2. 70T £ 3. 7T

= 0141 (1) 42 (+1)+3-(~1) = -2
—pour k=3, e kT2 = i/2 = 5. avecn =0, 1, 2, 3

Xplj3] = 0-e70B7/2 4 1. U3/2 L 9. o= %31/2 4 3. =337/
= 0-14+1-(+j)+2- (=) +3-(—j)=-2-2j

Par simple TFD (ou FFT) directe ou inverse, on bascule ainsi d’un domaine a l'autre
et I'on a

6
—2+2j
—2
—2-2j

W N = O
w N = O

Le passage de la TFD Xp[jk| a la série de Fourier bilatérale Xgp[jk] se fait en
divisant le résultat de la TFD par le nombre de points de la suite x[n] aprés avoir
redistribué les composantes spectrales supérieures a f./2 entre —f./2 et 0. Cette
redistribution se fait simplement avec la fonction fftshift :

6 —2 —0.5
99 242 —0.5+ 0.55

On notera ici la situation particuliére de la premiére composante qui n’a pas de com-
posante symétrique (un conjugué complexe comme pour la deuxiéme composante).
En effet, lorsque N est pair, cette composante se situe sur la fréquence de Nyquist
fe/2 et sa valeur sera toujours réelle comme la composante DC. Ce qui fait, que lors
du passage a la description (Ag, ai), les composantes DC et de Nyquist ne doivent
pas multipliées par le facteur 2.

Les valeurs intéressantes sont réunies dans le tableau 6.1; les cases vides sont
non significatives. Les points d’interrogation rappellent qu’aprés échantillonnage,
on ne sait rien du signal original hormis les valeurs ainsi obtenues. Connaissant les
(Ag, ax), on peut alors calculer le signal continu qui, au sens de Fourier, passe par
les points échantillonnés

= 0.25Hz
(6.43)

3
2(t) = 1.5+ V2 cos (27Tfot + ZW) +0.5co8 (4 fot +7) . fo= 1o
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6.5. Spectre d’une sinusoide

[houn [ [ 4] 3 [2] 1 [o] 1 [ 2] 3 [4] 5 ||
e [ 27 * [?] 7 Jo] 1 2] 3 ] 7 [7]
Xplk] 76 [-2r25[-2] 225 [ 6 | 2125 [ -2 [-225] 6 [-2125
Xsr[jk] 0.5-0.55 | 1.5 | 0.5+0.55 | -0.5

A 1L5] 2/V2 |05

ok 0 —|-371'/4 +7

TAB. 6.1.: Résultats de Panalyse spectrale de la suite z[n] = {0, 1, 2, 3}

Dans la figure 6.7, on peut observer les points échantillonnés (graphe a) et le spectre
bilatéral correspondant (graphe b). En revenant au domaine temporel, il est im-
portant de se souvenir que, vu par l'algorithme TFD, le signal x[n] est considéré
périodique comme le montre également la reconstruction au sens de Fourier du si-
gnal z(t) (graphe c).

4 7
6 (~]
3 Q 5
- = 4
f=
< 2 3
1 ] 2
1
0 o 0
-1 0 1 2 3 4 -2 -1 0 1 2 3
instants n fréquence k Af

x[n], x(t)

-1 I I I I I I I I
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

temps: t, nAt

F1G. 6.7.: Résultats d’une TFD

6.5. Spectre d’'une sinusoide

Il est important de bien comprendre que, dans toute analyse numérique des signaux,
on est contraint d’enregistrer une durée finie du signal et que cette durée finie peut
conduire & des effets indésirables lors de ’analyse.

On a vu que la FFT travaille sur un bloc complet d’échantillons considéré comme
périodique. Cela ne pose aucun probléme dans le cas d’un signal transitoire si celui
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a le temps de revenir a 0 avant la fin de 'enregistrement. Par contre, dans le cas
de signaux permanents, les choses peuvent se compliquer sensiblement. Pour le voir,
considérons deux situations pouvant apparaitre lors de I'enregistrement d’un signal
périodique tel qu'une sinusoide.

6.5.1. Le nombre de périodes enregistrées est un entier

La figure 6.8a illustre un enregistrement de durée 10 ms contenant ezactement 10
périodes d’une onde sinusoidale permanente d’amplitude 1 et de période 1 ms. Dans
ce cas, le signal enregistré, considéré périodique par la FFT, coincide avec le si-
gnal réel (une sinusoide permanente) et aucune modification de I'information n’est
introduite.

Le résultat de l'analyse FFT pour cette situation confirme ce que l'on attend, a
savoir que son spectre est constitué d’une raie spectrale bien définie et située en
1 kHz. Les deux raies supplémentaires que I'on peut observer en 3 et 5 kHz sont
dues aux distorsions du signal sinusoidal fourni par le générateur.

6.5.2. Le nombre de périodes enregistrées n’est pas un entier

Dans ce cas, la FFT analyse un signal qui posséde une transition brusque au rac-
cordement du début et de la fin de I'enregistrement. Cette transition posséde un
contenu spectral hautes-fréquences qui peut masquer une partie du spectre réel.

La figure 6.8b montre un enregistrement contenant 10.25 périodes d’une onde sinu-
soidale permanente d’amplitude 1 et de périodel ms. Dans ce cas, le signal enregistré,
considéré périodique par la FFT, ne coincide pas avec le signal réel (une sinusoide
permanente) et son spectre s’étale dans tout le domaine spectral. Cette dispersion
de la puissance du signal dans tout le domaine fréquentiel porte le nom d’étalement
spectral.

Il est important de réaliser que le phénoméne d’étalement spectral est dii a la non-
coincidence des valeurs initiale et finale de la durée enregistrée. Dans le cas de la
figure 6.8b, ces effets de bords sont tels qu’ils masquent complétement les compo-
santes spectrales d’ordre 3 et 5 du signal.

Pour éviter ces effets de bords, il faut s’attacher a enregistrer exactement un nombre
entier de périodes du signal et, dans le cas ol cela n’est pas possible, il faut ramener
les deux bords a une valeur identique a l'aide d’'une fenétre qui modifie aussi peu
que possible le spectre réel.

6.6. Fenétres d’observation

6.6.1. Quatre fenétres usuelles

Les fenétres utilisées en analyse spectrale sont nombreuses et elles ont été étudiées
extensivement par F.J. Harris [2]. On se contente ici de mentionner quatre fenétres
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N périodes N + 1/4 périodes
T T
oot 1o
 of : |
-0.5 i E,f -0.5
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-20 -20
€
@ -40 -40
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-60 ‘ -60
-80 A A -80
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
fréquence [kHz] fréquence [kHz]

FiG. 6.8.: Signal sinusoidal et son spectre

fréquemment appliquées & 'enregistrement d’un signal. Elles sont définies comme

Fenétre rectangulaire

wyn]=1 powr 0<n<N (6.44)
Fenétre de Hann
weln] = 0.5 (1 — cos <27T%>> pour 0<n<N (6.45)
Fenétre de Hamming
wp[n] = 0.54 — 0.46 cos (2#%) pour 0<n<N (6.46)

Fenétre de Blackman

wp[n] = 0.42 — 0.5 cos (27?%) + 0.08 cos <47T%) pour 0<n<N (6.47)
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Rectangle Hann
. . .
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-0.5 0 0.5 1 15 -0.5 0 0.5 1 1.5
temps temps

Fi1G. 6.9.: Fenétres d’observation
6.6.2. Effet d’'une fenétre

Pour bien saisir I'effet des fenétres dans le domaine spectral, on considére ici les
deux situations présentées plus haut auxquelles on appliquera les fenétres de Hann,
de Hamming et de Blackman (figure 6.10).

Le nombre de périodes enregistrées est un entier Dans ce cas idéal (figure
6.10a), on peut relever quelques différences spectrales légéres.

1. Les raies spectrales du signal original sont également présentes quelle que soit
la fenétre choisie.

2. Grace au maintien d’une légére discontinuité temporelle, la fenétre de Ham-
ming offre les raies spectrales les plus étroites.

3. La fenétre de Blackman qui est la plus étroite temporellement, fournit, comme
attendu, des raies spectrales plus larges.

Le nombre de périodes enregistrées n'est pas un entier Dans la figure 6.10b, on
a repris I'enregistrement contenant 10.25 périodes. Les résultats spectraux obtenus
montrent a I’évidence 'effet de ces 3 fenétres :

1. la fenétre de Hann fournit un spectre tout a fait satisfaisant sans diminuer
fortement I’'étalement spectral ; ¢’est pourquoi le spectre est un peu large a la
base ;

240 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



Hann
1 /
0.5
< O
-0.5
-1
0 5 10
temps [ms]
0
-20
@ -40
X
-60
U
0 5 10
fréquence [kHz]
Hann
1 %
0.5
< O
-0.5
-1
0 5 10
temps [ms]
0
-20
>
@ -40
x
-60
-80 A
0 5 10

fréquence [kHz]

Hamming
1 7
0.5
0
-0.5
-1
0 5 10
temps [ms]
0
-20
-40
-60
P —
0 5 10
fréquence [kHz]
Hamming
1 =
0.5
0
-0.5
-1
0 5 10
temps [ms]
0
-20
-40
-60
-80
0 5 10

fréquence [kHz]

6.6. Fenétres d’observation
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F1G. 6.10.: Effet des fenétres d’observation avec : (a) 10 périodes entiéres; (b) 10.25
périodes
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2. la fenétre de Hamming fournit un spectre étroit mais, a cause de l'effet de
bord résiduel, I’étalement spectral n’est pas suffisamment réduit et il masque
les deux autres composantes spectrales ;

3. la fenétre de Blackman donne le meilleur résultat grace a la double cosinusoide
qui masque bien les effets de bord ; les raies spectrales sont alors étroites et
bien définies.

6.6.3. Choix d’une fenétre

Le choix d’une fenétre est un compromis entre une bonne définition spectrale (spectre
étroit) et un étalement spectral aussi faible que possible (douceur de la fenétre).
Qualitativement, leurs caractéristiques peuvent étre résumées comme suit.

1. La fenétre rectangulaire ne modifie pas I'enregistrement ; c’est celle que 'on
utilisera dans le cas de sighaux transitoires ou non permanents et, dans
le cas de signaux périodiques, lorsque 1'on est stir que le nombre de périodes
enregistrées est un entier.

2. La fenétre en cosinus, dite de Hann, est mathématiquement la plus simple et
elle offre de bons résultats dans le cas de composantes spectrales pas trop
proches.

3. La fenétre en cosinus relevé, dite de Hamming, n’élimine pas complétement
I’étalement spectral. Elle offre en contre partie une meilleure définition
spectrale mais ne permet pas de voir des composantes spectrales de faibles
amplitudes.

4. La fenétre de Blackman, constituée de deux cosinus, atténue trés fortement les
effets de bord et permet ainsi de bien distinguer des raies spectrales proches
et de faibles amplitudes.

6.7. Exemple 1 : analyse spectrale élémentaire

Données On considére ici un signal temporel fortement bruité (SNR ~ 0 dB)
qui semble contenir une oscillation périodique dont on souhaite connaitre la teneur
(figure 6.11).

Analyse temporelle De 'enregistrement, on tire

1. la composante DC du signal et sa valeur efficace AC
Xy = 0045 X, = 1.42
2. la période d’échantillonnage T, et sa durée T
T, =20 pus T =20ms

3. le domaine d’analyse spectrale fy et la définition spectrale A f

1 1 1
— —fo=—==2kHzs Af=—==50H
fN 2f6 2T€ 5 Z f T 50 z
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6.7. Exemple 1 : analyse spectrale élémentaire

Enregistrement temporel et Analyse spectrale

5 T T T T T
o
T= tmaX=20 [ms], At= T, = 20 [ps]
0 > p 5 8 10 12 24 16 18 20
t [ms]
1 1
0.8 fmax =1/At=50[kHz] | 0.8
g: 0.6 fe = fmax =50 [kHZ] 1 gs 0.6
x x
0.4 fiy =T/ 2= 25 [kHz] ] 0.4
0.2 Af=1/ LI 50 [Hz] 0.2
OW . jThH.MTHH‘TWH Mﬂ,ﬂmﬁﬁhwm.m‘.Tmﬂhﬂwmw
0 5 10 15 20 25 0 1 2 3 4 5
f [kHz] f [kHz]

Fi1G. 6.11.: Illustration de I'analyse spectrale avec :
a) I'enregistrement temporel ;
b) son spectre d’amplitudes pour 0 < f < f./2 = 25kHz;
¢) un zoom spectral entre 0 et 5kHz
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Analyse spectrale Le programme des calculs temporels et spectraux se résume
aux quelques lignes présentées ci-dessous.

% lecture de 1’enregistrement
enreg = load(’enreg.txt’) ;
tt = enreg( :,1);
xt = enreg( :,2);

Xdc = mean(xt)
Xac = std(xt)

% analyse temporelle
Npts = length(xt) ;
dt = tt(2) - tt(1)
duree = Npts * dt

% analyse spectrale
df = 1/duree, fmax = 1/dt
ff = 0 :df :fmax-df;
Xjf = £ft(xt)/Npts;

% spectre unilatéral
Ndemi = round(Npts/2) ;
fk = ££f(1 :Ndemi) ;
Ak = 2*abs(Xjf(1 :Ndemi)) ;
Ak (1) = abs(Xjf(1)); % composante DC
ak = angle(Xjf(1 :Ndemi)) ;
subplot(2,1,1) ; stem(f,Ak,’.’);

% estimation du rapport signal/bruit (SNR)
Px = Xdc"2 + Xac"2; % puissance du signal + bruit = 2.023
Al =1.02; A2 = 0.85; % amplitudes mesurées
Px0 = (A1°2 + A2°2)/2; 7 puissance du signal original = 0.88
Pn = Px - Px0; % puissance du bruit = 1.14
SNR = 10%1ogl0(Px0/Pn) % SNR = -1.12 dB

Les spectres d’amplitudes, présentés dans la figure 6.11, montrent que deux raies
spectrales s’élévent clairement au-dessus du niveau de bruit situé aux environs de 0.3.
Ces deux raies spectrales ont une amplitude et une fréquence valant respectivement

A ~1.02  f =1.25kHz 4 25Hz

Ay~ 085  fy=1.40kHz + 25Hz

La précision des fréquences mesurées est égale a la moitié de la définition spec-
trale Af.
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6.8. Exemple 2 : reconstruction d’un signal

6.8. Exemple 2 : reconstruction d'un signal

Données Afin d’analyser et illustrer les résultats fournis par la TFD, on considére
ici un signal connu

x(t) = Ay sin(2w fit) + Ao sin(27w fot) + Assin(27 fst + 7/4)
constitué de trois sinusoides d’amplitudes
Aj=1 Ay;=-08 A3=0.5
et de fréquences harmoniques
fi=50Hz fo=150Hz f3=250Hz

Ce signal original est perturbé par un bruit important car le SNR ne vaut que
+5dB. Avec cet exemple, on souhaite :

1. montrer que, malgré la présence d’un fort bruit, il est possible de retrouver le
signal original (tout au moins partiellement) ;

2. attirer I’attention sur le fait que d’une raie spectrale peuvent naitre deux raies
spectrales proches si l'incrément fréquentiel n’est pas un diviseur exact des
fréquences présentes.

Signal + Bruit Analyse de Fourier
4
0.25
2
0.2
0 0.15
0.1
-2
0.05
0 50 100 150 200 0 100 200 300 400 500
temps [ms] fréquence [Hz]
Signal reconstruit Signal original
4 T T 4 T
2 2
0 0
-2 -2
-4 -4
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
temps [ms] temps [ms]

F1G. 6.12.: Analyse spectrale et extraction des signaux
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Analyse temporelle Le signal bruité a été enregistré avec une période d’échan-
tillonnage T, = 0.2ms et il a une durée T' = 210ms (figure 6.12a). Ceci permet de
prévoir que le domaine des fréquences est caractérisé par :

— la fréquence de Nyquist

fy = fg = 2500 Hz

— la définition spectrale

NS
T 210ms
On notera que la durée enregistrée T = 210 ms conduit a une définition spectrale
Af = 4.76 Hz qui n’est pas un sous-multiple des composantes spectrales. Cela fait
que l'on sera dans l'impossibilité de trouver la valeur exacte des fréquences ori-
ginales. Idéalement, on aurait da prendre une durée de 200ms permettant ainsi
d’avoir une définition spectrale de 5 Hz. On pourrait bien entendu réduire la durée
de I'enregistrement a 200 ms, mais ce n’est pas le but recherché.

=4.76 Hz

Analyse spectrale T.observation du spectre obtenu aprés fenétrage (figure 6.12b)
montre que les trois raies spectrales sont bien visibles. Mais, on doit cependant
constater que ces raies se sont dédoublées & cause de la définition spectrale non-
entiére et de I'utilisation de la fenétre d’observation.

Le programme donné ci-dessous permet de rechercher ces raies spectrales. Les fré-
quences mesurées a +2.4 Hz prés sont

fi1 =476Hz fi, =52.4Hz

for =147.6Hz  fo = 152.4Hz
f31 =247.6Hz f3p = 252.4Hz

Leurs amplitudes et phases respectives valent

Au = 0.453 A12 = 0.432 11 = —0.151rad 19 = +2.98 rad
A21 = 0.368 AQQ =0.334 o1 — —2.87rad oo — —0.275rad
Agl =0.198 A32 = 0.185 Q31 = +0.372 rad 39 — —2.65rad

avec

Ap =2 |X(GR)| ax = £X(jF)

Reconstruction du signal original Connaissant les amplitudes et phases des com-
posantes spectrales, il est aisé de reconstruire le signal non bruité :

x.(t) = Z Ay, cos (27 firt + ag)
k

Malgré I'effet de la fenétre d’observation utilisée avant d’effectuer la FFT et le fait
qu’il y ait six fréquences au lieu de trois, le signal ainsi extrait (figure 6.12¢) reproduit
assez bien D'allure du signal original (figure 6.12d).
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6.9. Exemple 3 : analyse spectrale détaillée

Programme d’analyse et recherche des composantes spectrales Le programme
ayant permis d’obtenir ces résultats se résume aux quelques lignes présentées ci-

dessous.

6.9.

signal bruité
yt = xt+nt ;
Npts = length(yt) ;

analyse spectrale avec une fenétre de Hann
yht = yt’.*hann(Npts) ;

Yjf = fft(yht)/Npts;

df = 1/tmax; fmax = 1/dt;

ff = 0 :df :fmax-df;

recherche de N raies spectrales
Nraies = 6;
Yjf_tempo = Yjf(1l :end/2) ;
for kn = 1 :Nraies
[Ymax, kf(kn)] = max(abs(Yjf_tempo)) ;
Yjf_tempo(kf(kn)) = O0; % mise & zéro de la valeur trouvée
end ;

reconstruction
xtr = zeros(size(yt)) ;
for kn = 1 :Nraies
Xrjf = Yjf(kf(kn)) ; fr = £f(kf(kn)) ;
xtr = xtr + Xrjfxexp(+j*2*xpi*xfrxtt) + Xrjf’xexp(-j*2xpixfr*tt) ;
end ;

valeurs des composantes spectrales

fr = £f(kf)?
Ar = 2xabs(Yjf(kf))
ar = angle(Yjf(kf))

Exemple 3 : analyse spectrale détaillée

6.9.1. Données

On considére ici un signal permanent observé a l’oscilloscope. A partir de I’obser-
vation visuelle du signal, on désire choisir les paramétres d’acquisition qui permet-
tront ensuite d’extraire toutes les informations possibles. L’acquisition se fera avec
un convertisseur analogique-numérique 8 bits /+2 V.

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 247



6. ELEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

Acquisition: 10000 points, f, = 5000 [Hz]; CAN: £2[V], 8 bits + 1/2LSB,
2 T T T T T

X(t)

-2 I L I I I
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

T T T
|
| M [ | ‘ I
T I
I | | ‘ I | |
1| I | | |
W (AT
H‘\‘ AR ‘\‘ THE i ‘ ‘\
I
1 !
8

il
\
|
1 1.2 1.4 16 18 2

X(t)

0 0.2 0.4 0.6 0.
2 .. . T .. T .. T . . T . T
1F b
g op 1
_1 = —
-2 L b R L "
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
temps [sec]

F1G. 6.13.: Signal analysé

6.9.2. Signal temporel

Le signal z(t) observé a loscilloscope (figure 6.13a) apparait comme une sinusoide
caractérisée par son amplitude A ~ 1.7V et sa période Ty ~ 3.68 msec. Cepen-
dant, une observation de plus longue durée (figure 6.13b) montre un phénoméne de
battement de période T}, ~ 0.45sec ou de fréquence

~ 2.2Hz

1
fo=7

On en déduit que ce signal est composé d’au moins deux sinusoides de fréquences
trés proches

1
fI:T:272HZ fo=fit f, =270 ou 274 Hz
0

et d’amplitudes fort différentes car la variation d’amplitude de x(t) est faible.

6.9.3. Parameétres d’acquisition

Afin d’avoir une définition temporelle raisonnable, on choisit

T
At=T, ~ 1—8 = 0.35msec ~ 0.2 msec
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6.9. Exemple 3 : analyse spectrale détaillée

et on en déduit la fréquence d’échantillonnage

1
= — —5KH
fe="ni ‘

La figure 6.13c présente une partie du signal numérique ainsi acquis.

Comme il faut pouvoir distinguer deux raies distantes de f, ~ 2Hz, on choisira une
définition spectrale suffisamment fine

Af ~ % = 0.5Hz

Sachant que la résolution fréquentielle est inversement proportionnelle & la durée
d’acquisition, on en tire
1

tacqg = A_f = 2sec

Le nombre de points acquis vaudra donc

1 1
N, = 10000

P Af-At . 0.5Hz-0.2ms

L’ensemble des valeurs acquises est représenté a la figure 6.13b.

6.9.4. Analyse spectrale

Utilisation de la FFT On a vu plus haut que 'algorithme FFT exige un nombre
de points égal & une puissance de 2. Lorsque cela n’est pas le cas, on compléte la suite
de valeurs acquises par une succession de zéros permettant d’atteindre un nombre
de valeurs égal a la puissance de 2 la plus proche (figure 6.14a).

Du point de vue de I'analyse de Fourier, cela ne change rien aux résultats fournis;
seule la résolution spectrale est améliorée. Dans notre cas, on passera donc de Ny, =
10’000 & Nyp = 16'384 et la résolution fréquentielle passera ainsi de

fo 5000
Af =t = —05H
1= N2~ 10000 ‘
A
. 500
Af—Je 2 300 a5,

" Ny 16384

Fenétre rectangulaire Dans ce cas, analyse spectrale de la suite de valeurs ac-
quises x[n] fournit les spectres présentés dans les figures 6.14b et 6.16a). Le spectre
ainsi obtenu fait apparaitre une seule raie spectrale aux environs de 270 Hz et,
contrairement a ce que I'on attendait, il n’y a pas de deuxiéme raie spectrale. Mani-
festement, celle-ci est masquée par I’étalement spectral da a la fenétre rectangulaire.

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 249



6. ELEMENTS D’ANALYSE SPECTRALE NUMERIQUE

Spectres d’amplitudes: Af = 0.305 [Hz], fN = 2500 [Hz]
2 T T T T T

T T T
[ — Fenétre rectangulaire |

| | | | | | | |
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

X (f) [dB]

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
fréquence [Hz]

F1G. 6.14.: Signal et spectre d’amplitudes, fenétre rectangulaire

Fenétre de Blackman On est donc amené a fenétrer le signal acquis en le multi-
pliant par une fonction atténuant les effets de bord dus a 'acquisition effectuée. On
choisit ici d’utiliser la fenétre de Blackman définie comme suit :

wy[n] = 0.42 — 0.5 cos (27r n ) -+ 0.08 cos <47an ) pour 0 <n < Ny,

pts pts

Du point de vue numérique, on analysera donc le signal
zy[n| = zn] - wy[n]

Aprés avoir complété le signal fenétré par des zéros pour atteindre une puissance
de 2 (figure 6.15a), on obtient les résultats présentés dans les figures 6.15b et 6.16b
ol le niveau de bruit causé par I’étalement spectral a pratiquement disparu.

Zoom fréquentiel Etant donné la haute définition spectrale, obtenue au prix d’un
long enregistrement, les échelles globales ne permettent pas de voir le détail des raies
attendues. Il faut donc zoomer sur la zone intéressante. On voit alors tres nettement
que la fenétre rectangulaire (figure 6.16a) est totalement incapable de fournir les
informations attendues alors qu’avec la fenétre de Blackman (figure 6.16b), on re-
trouve bien la deuxiéme fréquence recherchée et on peut méme apercevoir la présence
d’une troisiéme composante spectrale d’amplitude encore plus faible, qui n’était ab-
solument pas perceptible au niveau temporel.
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6.9. Exemple 3 : analyse spectrale détaillée

Spectres d’amplitudes: Af = 0.305 [Hz], fN = 2500 [Hz]
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F1G. 6.15.: Signal et spectre d’amplitudes, fenétre de Blackman

x,(0) [d8]

Spectres d’'amplitudes: Af = 0.305 [Hz], fN = 2500 [Hz]
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. 6.16.: Agrandissement spectral
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6.9.5. Estimation des amplitudes

Le spectre d’amplitudes de la figure 6.16b permet de mesurer les fréquences des trois
composantes spectrales du signal z(t) et les amplitudes relatives des raies spectrales.

k| i | Xeas | Xnas — Xiap | Xi/ X1 |
1| 272Hz | -7.6 0 1
2 || 274 Hz | -32.2 -24.6 0.059
31| 277 Hz | -52 -44 .4 0.006

Il est important de noter que les amplitudes spectrales dépendent de la fenétre choisie
et que seules leurs valeurs relatives peuvent en étre déduites

Xk

R ]_0(Xk,dB_X1,dB)/20
Xq

Pour obtenir la valeur réelle des amplitudes, on peut passer par I’égalité de Parseval :
17 2A2 A2 AN? (AN (AN
P,.=— 2 () dt = k21 22 23 4
T/Ox“() ];2 2<+(A1 &) \a) "
Ce qui donne dans notre cas

A At
P, = 71 (14 0.059% + 0.006%) = 1.00352 71

A partir du signal acquis, on calcule aisément sa puissance :

P, = N (z[n] — pz)? = var(z[n]) = 1.45

On en déduit alors la valeur de A; et celles des autres composantes :

2P
A=) —1.
! 1.00352 7

Ay =0.059 4, =0.1

As; =0.006 A; = 0.01

Remarque Une correction des amplitudes spectrales tenant compte de la fenétre
utilisée n’est possible que si le signal acquis posséde exactement un nombre entier
de périodes. Si cette condition est remplie, il suffit alors de diviser les amplitudes
spectrales par la valeur moyenne de la fenétre : Ay — Ay /p(w). Ce calcul doit étre
évité si 'on n’est pas str que la condition est remplie.
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6.9.6. Deétail du calcul des signaux et des spectres

Le fichier créé pour générer le signal z(t), calculer et tracer les spectres dans dif-
férentes conditions est donné ci-dessous. Bien qu’il puisse paraitre volumineux au
premier abord (beaucoup de lignes sont consacrées au tracage uniquement), les par-
ties essentielles de ce fichier sont simplement :

1. la conversion analogique- numérique +2V avec Ny + % LSB de non linéarité
(on admet que celle-ci entraine la perte d’un bit) :
Ucan = 4; Nbits = 8;
xn = Ucan*round ((xn0/Ucan)* (2~ (Nbits-1))/2~(Nbits-1) ;

2. le fenétrage :
wk = (blackman(length(xn)))’ ;
xnwk = xn.*wk ;

3. 'ajout de zéros et le calcul du spectre :
Nfft = 27ceil(log2(length(zn))) ;
xnwk = [xnwk, zeros(l,Nfft-length(xn))] ;
Xjfth = fft(xnwk)/length(xnwk) ;

Initialisation Le programme débute par l'initialisation des paramétres et la créa-
tion du signal vu sur I’écran de I'oscilloscope

% analyse spectrale
clear all; close all; format compact; clc;

% parametres du signal
ampl = 1.7; amp2 = 0.1; amp3 = 0.01;
f1 = 271.828; f2 = f142; £3 = f1+45;
% oscilloscope
tosc = 0.03; kosc = 2000;
dt = tosc/kosc;
tt = 0 :dt :tosc-dt;
xt0 = ampl*sin(2*pi*tt*fl)+amp2*cos(2*xpixtt*f2)+amp3*sin (2*pi*tt*£3) ;

Acquisition numérique Il se poursuit avec l'acquisition et la conversion sur une
durée plus longue

% acquisition

tacq = 2;

Te = 0.2e-3;

tn = 0 :Te :tacq-Te;

xn0 = ampl*sin(2*pi*tn*fl)+amp2*cos(2*pi*tn*f2)+amp3*sin (2*pi*tn*f3) ;
% conversion +/- 2V avec Nbits et +/- 1/2LSB de non linearite

Ucan = 4; Nbits = 8;

xn = Ucan*round(xn0O/Ucan*2~(Nbits-1))/2~ (Nbits-1) ;
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Calcul des spectres Une fois les signaux acquis, on peut calculer leurs spectres et
afficher des informations

% calcul des spectres
Nfft = 27ceil(log2(length(xn)))
% fenetres rectangulaire et de Blackman
wr = ones(size(xn)) ;
wk = (blackman(length(xn)))’ ;
XOWE = XD.*WT ;
Xnwk = Xn.*wk ;
% ajout de zeros
xnwr = [xnwr, zeros(1l,Nfft-length(xnwr))] ;

xnwk = [xnwk, zeros(1l,Nfft-length(xnwk))] ;
h fft

Xjfr = fft(xnwr)/length(xn) ;

Xjfh = fft(xnwk)/length(xn) ;

% domaine spectral
fmax = 1/Te;

df = fmax/Nfft ;
ff = 0 :df :fmax-df;
% infos

Nbits, tacq, Te, fmax, df
Pac = var(xn)
Npoints = round(tacq/Te), Nfft

Graphes On trace les signaux acquis

% graphes temporels

figure ;

subplot(3,1,1) ;
plot(tt,xt0) ; grid;
axis([0,tosc,-2,2])
texte = [’Acquisition : ?, num2str(round(tacq/Te)), ’ points,’];
texte = [texte, ’ f_e = ’, num2str(1/Te,4), *> [Hz] ;’];
texte = [texte, > CAN : \pm ’, num2str(Ucan/2,2), ’ [V], ’];
texte [texte, > ?, num2str(Nbits,2), ’ bits \pm 1/2LSB,’];
title(texte) ;
ylabel (’x(t)?) ;

subplot(3,1,2)
plot(tn,xn) ; grid;
axis([0,tacq,-2,2])
ylabel (’x(t)?) ;

subplot(3,1,3) ; % zoom
plot(tn,xn,’.?) ; grid;
axis([0,tosc,-2,2])
ylabel(’x[n]?) ;
xlabel (’temps [sec]’) ;

print -deps ansptemps.eps

ainsi que les spectres aprés fenétrage
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% spectres

Zoom

figure; ¥ fenetre rectangulaire
subplot(2,1,1) ;
plot(xnwr) ; grid;
axis([0,Nfft,-2,2])
texte = [’Spectres d’’amplitudes : \Deltaf = ’,num2str(df,3),
texte = [texte, ’ f_N = ’, num2str(fmax/2), °> [Hz]’];
title(texte) ;
ylabel(’x[n] \cdot w_r[n]’) ;
legend(’Fenétre rectangulaire?’) ;
subplot(2,1,2) ;
plot (ff, 20*loglO(abs(Xjfr))) ; grid;
axis([0,fmax,-80,0]) ;
ylabel(’X_r(f) [dB]’) ;
xlabel(’fréquence [Hz]’) ;
print -deps anspwr.eps
figure ; % fenetre de Blackman
subplot(2,1,1) ;
plot (xnwk) ; grid;
axis([0,Nfft,-2,2])
texte = [’Spectres d’’amplitudes : \Deltaf = ’,num2str(df,3),
texte [texte, > f_N = ?, num2str(fmax/2), ’ [Hz]’];
title(texte) ;
ylabel(’x[n] \cdot w_h[n]’) ;
legend(’Fenétre de Blackman’) ;
subplot(2,1,2) ;
plot (ff, 20*logl0(abs(Xjfh))) ; grid;
axis([0,fmax,-80,0]) ;
ylabel(’X_h(f) [dB]’) ;
xlabel (’fréquence [Hz]’) ;
print -deps anspwk.eps

Les détails sont mis en évidence

zoom spectral
fzl = 250 ; fz2 = 350; % domaine interessant
dbmax = 80 ;
figure ;
subplot(2,1,1) ;
plot (ff, 20xlogl0(abs(Xjfr))) ; hold on;
axis([fzl,fz2,-dbmax,0]) ; grid;
title(texte) ;
ylabel (’X_r(f) [dB]’);
legend(’Fenétre rectangulaire’) ;
subplot(2,1,2) ;
plot(ff, 20*1logl0(abs(Xjfh))) ;
axis([fzl,fz2,-dbmax,0]) ; grid;
ylabel(’X_h(f) [dB]’) ;
xlabel(’fréquence [Hz]’) ;
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legend(’Fenétre de Blackman’) ;
print -deps anspzoom.eps
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6.10. Exercices

TFD O

1. Montrez que le passage de ’analogique vers le numérique se fait bien avec les
deux relations discrétes X [jk| et x[n| de la figure 6.6.

2. Considérant la suite de quatre valeurs z[n] = {0, 2, 4, 0}, calculez son spectre
X|[jk]. Dessinez la suite z[n| et un signal analogique périodique x(t) lui cor-
respondant.

3. Calculez le signal périodique zp(t) correspondant a la suite z[n] au sens de
Fourier.

TFD 1

L’analyse spectrale, par la FFT, d’un signal z[n] constitué de N = 8 valeurs a
fourni le spectre discret Xp[jk| partiellement donné dans le tableau ci-dessous.

1. Complétez le tableau sachant que f. = 1 [kHz].

2. Vu par le processeur FFT, le signal temporel z[n| est-il continu, discret, pé-
riodique 7

3. Que valent z[n = 0] et X4.7

4. Quelle est 'expression permettant de calculer z[n] ? Montrez quelle peut s’écrire

sous la forme
1 ’ km
z[n] = 3 E Xpljk]exp (] I”)

k=0

5. Calculez quelques valeurs de x[n].

koun| O [ 1 [ 2 | 3 [ 45 [6 | 7 ]38 1] 910 ]

Xplik]| 2 14+711—=35| +J 1

[ Xpljk]
ZXpljk]

Ay
677

z[n]

TFD 2  On souhaite calculer le spectre d’une impulsion rectangulaire de largeur
At = 3|msec| et d’amplitude A = 5[V]. Pour ce faire, on acquiert 8 points a la
fréquence f. = 1[kHz|.

1. Admettant que I’échantillonnage commence a I'apparition du flanc montant,
dessinez x(t) et x[n]. Discutez les valeurs choisies pour z[n] lorsque n = 0 et
n — 3.
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2. Que vaut la durée d’acquisition ¢, 7

3. Quel sera le domaine spectral analysé; que vaudra I'incrément de fréquence

Af?

4. Calculez Xp[jk] pour k = 0 et k = 2; quel est le domaine de variation du
compteur k des fréquences?

5. Validez votre résultat en analysant la valeur de Xp[jk = 0.

TFD 3 Considérant la suite de valeurs z[n] ci-dessous :

| n | m| m+1| [ 3] 2] 1] 0] +1] +2[ #3] ---] +m-1

x[n] 0 0 0 005 1 1 1 05 0 0 0

1. Esquissez x[n] et une fonction z(t) passant par ces points.
2. Calculez Xp[jk]; sa valeur dépend-elle de la longueur N = 2m de la suite 7

3. Qu’est ce qui change si on ajoute des zéros pour doubler le nombre d’échan-
tillons 7

TFD 4 On considére un signal x(t) = cos(27 fot) + cos(4n fot) de période Ty =
1ms. Sachant que ce signal est échantillonné pendant une période a la fréquence

fe:8f03

1. Calculez et dessinez la suite de valeurs x[n].

2. Complétez le tableau ci-dessous avec z[n] et le spectre bilatéral fourni par la
décomposition en série de Fourier puis justifiez les résultats X p[jk| fournis par
la la FF'T en précisant la relation qui les lie.

3. On échantillonne le signal x(t) sur 4 périodes; que donnera la FFT?

| nouk [ 4] 3] 2] 1] 0] +1] +2] +3]

Xsr[jk]

Xpljk] || 0 | O | 4 | 4 [0| 4 | 4 ] 0
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TFD 5 On échantillonne une exponentielle décroissante
x(t) = Aexp(—t/7)e(t) ou A=5|V|,7 = 5|msec|
avec une période d’échantillonnage T, = 1 [msec].

. Que vaut la densité spectrale X (jf) du signal z(t)?

. Calculez la suite des valeurs x[n]; exprimez la sous la forme z[n] = A - r".

1
2
3. Calculez la TF X, (jf) de la suite infiniment longue z[n].
4

. On ne prend en compte que les 16 premiéres valeurs de la suite z[n] et on
annule les autres; que vaut X, n(jf).

5. Considérant la suite temporelle tronquée x y[n] avec N = 16, on discrétise 'axe
des fréquences. Que vaut I'incrément fréquentiel 7 Calculez le spectre discret
Xpljk].

6. Que valent, pour chacun des spectres ci-dessus (X (5 f), Xc(jf), Xen(jf), Xpljk]),
les composantes spectrales lorsque f = 07

AnSp 1  Lors de I'analyse spectrale d’un signal échantillonné x[n], les paramétres
N, T, tyae €t fe, Af sont reliés entre eux; la donnée de deux d’entre eux suffit
pour fixer tous les paramétres de I’analyse. Rappelez ces relations puis complétez le
tableau ci-dessous.

(N T |t [ AF ] S ]

40 2 kHz
1 msec 50 Hz
50 10 msec
100 10 Hz
20 Hz | 1 kHz

2 msec 1 sec
30 | 1 msec

5 msec 5 kHz

AnSp 2 On doit faire analyse spectrale numérique des signaux suivants

une sinusoide

une réponse indicielle

une impulsion rectangulaire

une suite d’impulsions rectangulaires

une impulsion triangulaire

un signal chirp (wobulé)

une exponentielle décroissante
un signal triangulaire périodique

Qo | ~J| Oy Ot

[ QO DN =

Pour chacun des signaux :

1. Esquissez leur allure temporelle.
2. Choisissez-vous une fenétre rectangulaire ou en cosinus ?

3. Précisez les raisons de votre choix.
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AnSp 3 On considére ici le signal
x(t) = 3 + 4 cos(2m fot) + 2sin(4n fot), fo = 100Hz

représenté a la figure 6.17 dont on a enregistré deux périodes. Sachant qu’on souhaite
obtenir numériquement son spectre X [jk|, on ’échantillonne avec une période T, =
1 msec.

1. Dessinez les points échantillonnés z[n]. Quelle fenétre faut-il utiliser avant
I’analyse spectrale ?

2. Que valent N, a0, fo, Af7

3. Quelles raies spectrales seront présentes 7 Quel sera le nombre de valeurs spec-
trales analysées ?

4. Donnez les fréquences, les amplitudes et les phases de chaque valeur spectrale
X[jk], k=0,--- N —1.

5. Quel serait le résultat de I'analyse spectrale si 'on avait échantillonné six
périodes au lieu de deux?

10

1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps [ms]

-4 1 1 1 1

F1G. 6.17.: Ex AnSp 3

AnSp 4 On considére le signal
z(t) =14 5sin(2rf,t) + 2 sin (2nfpt), f.=1[kHz], f, = 1.5[kHz]

1. Quelle est la période de ce signal ? Dessinez le spectre unilatéral de z(t). Que
valent X . et X4 7

2. Son enregistrement a été effectué avec une période d’échantillonnage de 125
pusec pendant exactement 10 msec.
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a) Quel sera le domaine d’analyse spectrale et sa résolution.

b) Pensez-vous devoir utiliser une fenétre d’observation? Si oui, laquelle
choisissez-vous et pourquoi?

¢) Les raies spectrales fournies par la FFT seront-elles situées aux fréquences
attendues 7 Sinon, précisez la valeur de ces fréquences.

. Idem 2), si enregistrement a duré exactement 11 msec.
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7. Echantillonnage et
reconstruction des signaux
analogiques

7.1. Introduction

La plupart des signaux que l'on doit traiter et analyser tels que la parole, les si-
gnaux biologiques, sismiques, radars, audio ou vidéo sont analogiques par nature.
C’est-a-~dire qu’ils sont fonction d’une variable continue, le temps, et qu’eux-mémes
varient de maniere continue. Ces signaux peuvent étre traités analogiquement &
I’aide de filtres par exemple. Les signaux d’entrée et de sortie sont alors analogiques
(figure 7.1).

X(t) Systeme y(t)

— ™ analogique [ ™

F1G. 7.1.: Traitement analogique d’un signal z(¢)

Souvent, pour des raisons de simplicité, de précision, de stockage de I'information,
de flexibilité, etc, un traitement numeérique équivalent est possible et préférable.
On utilise alors des convertisseurs analogiques-numeériques (CAN) et numériques-
analogiques (CNA) pour relier au processeur numérique les signaux analogiques
d’entrée et de sortie. Le schéma correspondant est donné a la figure 7.2.

x®) A x[n] | systeme y[n] [N y(t)
N “| numérique B A

FiG. 7.2.: Traitement numérique d’un signal analogique x(t)

Conceptuellement, on peut considérer la conversion A—N comme un processus faisant
intervenir trois actions successives : I’échantillonnage a période fixe T,, la quantifi-
cation du signal et son codage. Pratiquement, ces opérations sont effectuées dans un
méme élément, le convertisseur A-N, qui regoit le signal analogique et le convertit
en un signal discret quantifié.

267
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De méme pour la conversion N-A, les opérations implicitement réalisées sont la
quantification et le maintien de la valeur numérique pendant une période d’échan-
tillonnage. A ceci s’ajoute généralement un filtrage passe-bas des “escaliers” générés
par le convertisseur N—A.

—_——_—— e — — — —

Xe(t) I x[n] yinl [N 7] Yq(t) y(t)
> > Q [— uP | /A > Filtre —

— Filtre

F1G. 7.3.: Détail d’une chaine analogique-numérique-analogique

La figure 7.3 présente les éléments qui interviennent lors du traitement numérique
d’un signal analogique. On y trouve un filtre antirecouvrement (on verra plus loin
sa raison d’étre), un échantillonneur commandé par une horloge de période T, un
quantificateur Q, un processeur numeérique pP, un convertisseur N-A et un filtre de
lissage.

Temps
continu discret
A X(t) A Xe(t=nTe)
Signal analogique TeT Signal échantillonné
S
£ A
“E — N e
S (a) (b)
! ||||||I||||||L
[0}
S Y
a
E Q
A Xq(t) 4 Xqg[n] i
Signal numérique maintenu T ¢ Signal numérique
[0}
2
T (d) (c)
t n

F1G. 7.4.: Divers types de signaux
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7.2. Analyse temporelle

7.2. Analyse temporelle

7.2.1. Types de signaux

De maniére générale, les signaux peuvent étre classés dans les catégories suivantes :

1. Signaux continus en temps et en amplitude : z(t). On les appelle égale-
ment signaux analogiques (figure 7.4a) ; ils proviennent généralement de pro-
cessus physiques.

2. Signaux discrets en temps, continus en amplitude : z.(t = nT,). Ce sont
les signaux échantillonnés (figure 7.4b). Ils ne sont définis qu’a des instants
déterminés multiples de la période d’échantillonnage 7., mais leur amplitude
peut varier de maniére continue.

3. Signaux discrets en temps et en amplitude : z,[n]. De tels signaux sont
quantifiés en amplitude ; ils ne peuvent prendre que des valeurs déterminées,
généralement, multiples d’un pas de quantification. Ce sont les valeurs numé-
riques fournies par les convertisseurs analogiques-numeériques (CAN). Ils ne
sont définis qu’aux instants d’échantillonnage et correspondent aux signaux
numériques (figure 7.4c).

4. Signaux continus en temps, discrets en amplitude : z,(t). Ce sont des
signaux quantifiés similaires a ceux décrits en 3, dont la valeur est maintenue
par un bloqueur d’ordre zéro entre 2 périodes d’échantillonnage (figure 7.4d).
Ces signaux correspondent & ceux fournis par les convertisseurs numériques-
analogiques (CNA).

7.2.2. Quantification d’un signal : exemple

Donnée On considére un convertisseur A-N 8 bits travaillant entre 0 et 5.12 'V
avec un codage par arrondi et une période d’échantillonnage T, = 0.5[msec]. Le
signal d’entrée est une exponentielle amortie :

z(t) = Uyexp(—t/T)e(t) Up=1[V] 7=1[ms]

Question
1. Tracez la caractéristique du convertisseur et les graphes z(t) et x,[n].

2. Quelles valeurs obtiendra-t-on pour z.[n], z,[n| et ¢[n].

Réponse Le codage sur 8 bits par arrondi transforme le domaine de conversion
de la tension d’entrée 0---5.12[V] en 28 = 256 valeurs numériques discrétes avec
un pas de quantification de 20 [mV] (figure 7.5a). L’échantillonnage et la quantifi-
cation du signal sont représentés dans la figure 7.5b. Le tableau suivant donne les
différentes valeurs demandées avec les erreurs relatives causées par la quantification :
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. n J O [ 1 | 2 | 3 | 4 | 5 6 7 8
xe[n] 1.000 | 0.6065 | 0.3679 | 0.2231 | 0.1353 | 0.0821 | 0.0498 | 0.0302 | 0.0183
xq[n} 1.00 0.60 0.36 0.22 0.14 0.08 0.04 0.04 0.02
q[n] 50 30 18 11 7 4 2 2 1
eq[n]% 0.00 | —1.08 | —2.15 | —1.39 | +3.47 | —2.56 | —19.7 | +32.5 | +9.29
q | Xq
256 | 512-F———— - ol
255 | 5.10 ‘ 0al |
254 | 508 } (a) o1l (b) |
} 05

3| 006 ‘* °

2 | 0.04 } ::

1| o002 | .

0 - .

18 § 3 a M

temps [secl x10°

Fia. 7.5.: Quantification et échantillonnage

7.2.3. Echantillonnage des signaux analogiques

Le signal d’entrée z(t), dont ’amplitude varie au cours du temps, est appliqué a un
échantillonneur pour étre transformé en une suite de valeurs réguliérement espacées.
Cette suite de valeurs est représentative du signal d’entrée dans la mesure ou la
période d’échantillonnage est compatible avec la rapidité du signal.

Envisagé dans le domaine temporel (figure 7.6), on peut considérer que le processus
d’échantillonnage revient mathématiquement a multiplier le signal analogique x(t)
par une suite d'impulsions de Dirac o7, (t) de période T, appelé "peigne de Dirac".
Le signal échantillonné x.(t) peut alors étre représenté par 1’expression :

we(t) = w(t) - or.(1) (7.1)

La fonction ainsi obtenue est une suite d’impulsions de Dirac dont la surface est
modulée par le signal x(¢). Bien entendu, il s’agit 14 d’'un modéle mathématique
facilitant ’analyse de 1’échantillonnage et qui, d’'un point de vue pratique, donne
heureusement des résultats pas trop différents de ce que ’on obtient avec un échan-
tillonneur réel.

Si on veut respecter la forme du signal, il est important d’avoir des impulsions suffi-
samment proches les unes des autres. Dans le cas contraire, il n’est plus possible de
voir les variations les plus rapides du signal a traiter. Ceci conduit a une ambiguité,
car rien n’exclut que les points échantillonnés du signal A puissent appartenir a un
autre signal B contenant des fréquences plus élevées (figure 7.7).
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Xe(t) = X(t) - 3 (1)
N
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FIG. 7.6.: Echantillonnage d’un signal

FiG. 7.7.: Ambiguité due & ’échantillonnage
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7.3. Analyse fréquentielle

Comme le choix de la période d’échantillonnage 7. dépend de la rapidité du signal,
donc de son spectre, il est nécessaire d’analyser le comportement de I’échantillonneur
également dans le domaine fréquentiel.

Nous venons de voir que I’échantillonnage d’un signal analogique est modélisé¢ dans
'espace temps par la multiplication du signal z(t) par un peigne temporel de Dirac
or, (t). Or, on sait qu’a une multiplication temporelle correspond, dans 'espace des
fréquences, une convolution fréquentielle entre le spectre X (jf) du signal z(t) et
celui du peigne de Dirac D(jf) :

ze(t) = x(t) - 0r.(t) &  Xe(jf) =X(Gf)®@D(f) (7.2)

7.3.1. Spectre d’'un peigne de Dirac

HTWT[“iT LT
111 T TITITI

F1G. 7.8.: Peigne d’'impulsions de Dirac et son spectre

Propriété Le spectre d’un peigne temporel de Dirac dr,(t) de période T, est un
peigne fréquentiel de Dirac dy, (f) de période f. = 1/T, et d’amplitude 1/7..

Démonstration Comme la suite d’impulsions dr. (¢) est un signal périodique, on
peut la décrire par sa décomposition en série de Fourier :

+o0
1
Or.(t) = > D(jk) exp (+j2mkft)  avec fe=7
k=—o00 e

ou D(jk) représente les coefficients de Fourier de dr.(t) qui valent :

1 [ 1[0 1
D(jk) = ?/ d(t) exp (—j2m kf.t) dtzj—j/ (5(t)-1~dtzf
e J— e JO_

Te/2 e
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Ce qui, en terme de transformation de Fourier, s’écrit également

D(if) = T%%(f) (7.3)

et donne un peigne fréquentiel de Dirac. Une représentation graphique en est donnée
a la figure 7.8.

7.3.2. Spectre d'un signal échantillonné

On a vu ci-dessus que le spectre d’un signal échantillonné se calcule en effectuant
la convolution entre les spectres X (jf) et D(jf) et que ce dernier est un peigne de
Dirac de période spectrale f.. Comme la convolution entre une impulsion de Dirac
et une fonction continue reproduit la valeur de la fonction a I’endroit ol se situe
I'impulsion de Dirac, on voit que le spectre de base X (jf) est répété en tous les
multiples de la fréquence d’échantillonnage f.. On a donc :

X(if) = XG) @ DGH =7 > X ((f ~m ) (7.4)

€
m=—0oQ

Ce résultat trés important montre que le spectre d’un signal échantillonné est la
somme d’une répétition périodique du spectre du signal analogique X (jf) (figure
7.9) et que la période de ce spectre est égale a la fréquence d’échantillonnage f..

x(t) X(f)

— NN\ f
\_" N
Xe(t) Xe(f)

ﬂfﬂ\h\\ Te *(ﬂ ‘\f\ ot /\ /\ f
W SEE 3 e

FiG. 7.9.: L’échantillonnage d’un signal analogique provoque la répétition de son
spectre

Echantillonnage d’une sinusoide Considérant un signal sinusoidal z(t) de fré-
quence fo = 3 [kHz] échantillonné a la fréquence f. = 8 [kH z], on obtient les points
échantillonnés x(nT,) représentés a la figure 7.10a. Malgré le faible nombre de points
obtenus (quatre points pour une période et demie), le signal x(¢) est univoquement
défini du point de vue de Fourier.

Le spectre original et sa répétition font apparaitre des raies spectrales se trouvant
aux fréquences +m f.+ fo = £3, £5, £11, £13, £19, - --. On en déduit que, dans la
bande de base qui s’étend de 0 a f./2 = 4 [kHz], il n’y a qu’une seule raie spectrale
située en fo = 3 [kHz|. C’est la raie correspondant au signal original (figure 7.10b).
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x(t), x(n Te)

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
temps [ms]

0.5
0.4

0.3r-

XG0

0.1

| I
I I
; 3
| |
| 3
I I
0.2} !
I I
I |
I I
1 e
| |

I I I I I
-15 10 -t -5 0 5 + 10 15
fréquence [kHz] €

FI1G. 7.10.: Echantillonnage d’une sinusoide (f. > 2 fo)

7.4. Recouvrement spectral

A cause de la répétition du spectre de base autour des multiples de f., on imagine
aisément que les spectres vont se superposer si la fréquence d’échantillonnage devient
trop petite. La figure 7.11 illustre cette situation dans les domaines temporel et
spectral. En réduisant la fréquence d’échantillonnage, on diminue la distance entre
les spectres qui, pour finir, se recouvrent. Cette superposition correspond a la somme
des spectres qui conduit & une déformation irrécupérable du spectre initial : il n’est
plus possible de reconstituer le signal z(¢) a partir du spectre ainsi obtenu.

Il est donc important de ne pas oublier que I’échantillonnage d’un signal n’est pas
une opération aussi anodine qu’elle parait. Si la période d’échantillonnage est trop
petite, cela peut modifier gravement le signal temporel percu aprés échantillonnage.
Comme le montre la figure 7.12, une sinusoide de fréquence élevée peut étre percue
comme un signal de fréquence beaucoup plus faible.

Le recouvrement spectral illustré par les figures 7.11 et 7.13 peut également étre
interprété comme un repliement du spectre autour de f./2. Cette fréquence particu-
lierement importante fy = f./2 porte le nom de fréquence de Nyquist et elle délimite
le domaine d’analyse compris entre +f./2. Ainsi que le montre la figure 7.13, les
valeurs obtenues par superposition des spectres peuvent appartenir aussi bien a une
sinusoide de 2 kHz qu’a celle de 6, 10 ou 14 kHz. Ce qui fait que si 'on n’y prend
pas garde, la fréquence réelle 6 kHz est percue comme un signal basse-fréquence de
2 kHz. Tout se passe comme si les signaux de fréquences 6, 10 ou 14 kHz étaient
percus comme un seul signal de fréquence 2 kHz.

En analysant la figure 7.13, on voit que les raies spectrales apparentes dues a I’échan-
tillonnage se situent en

Japp =Fm fe£ fo, m#0 (7.5)
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(1) X(f)
s\ f
\/ N~
Xe(t) Xe(f)
4N A
TTTﬂh\ Te {TH?\ o /\ /\ f
3% 2 % .
Xe(t) Xek(f)
_47 AN
1 T T\\ Te A ( }\ ot /\/\/\
Wz o "
Xe(t) -/\—/ Xe(f) = Z Xe k(f)
/T/T T\\ Te A ( T\ __t f
N T W o

FIG. 7.11.: Echantillonnage et recouvrement spectral

AN

F1G. 7.12.: Sinusoide fortement sous-échantillonnée
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@©

[kHz]

o ¢

4k = fo/2

Fi1a. 7.13.: Illustration du recouvrement spectral

et que, si la fréquence d’échantillonnage n’est pas assez élevée, elles peuvent se
retrouver dans la bande de base —f./2 < f < +f./2.

Un exemple de repliement spectral bien connu est le phénomeéne observé au cinéma
lorsqu’un chariot équipé de roues a rayons se déplace. La scéne filmée est échantillon-
née par la caméra a raison de 24 images par secondes. Lorsque le chariot démarre
et accélére, la fréquence du signal représenté par la rotation des rayons augmente
et & un moment dépasse la fréquence de Nyquist (12 images par seconde). Dés cet
instant, la vitesse de rotation semble diminuer, s’annuler et méme devenir négative.
L’information contenue dans I'image est faussée par le recouvrement spectral et ne
correspond plus a la réalité. Il s’agit de l'effet stroboscopique bien connu.

7.4.1. Quelques exemples

Sous-échantillonnage d'une sinusoide

Donnée On considére un signal sinusoidal z(t) de fréquence fy = 5[kHz} que 'on
échantillonne avec une fréquence f. = 8 [kHz].

Questions
1. Dessinez la fonction x(t) et les points échantillonnés x(t = nT,).
2. Calculez la fréquence apparente f,,, du signal z[n] = z(t = nT%).
3. Dessinez la sinusoide basse-fréquence passant par les points échantillonnés.
4

. Calculez et dessinez le spectre du signal échantillonné.

Réponses Les courbes demandées sont calculées et dessinées avec Matlab a I’aide
des commandes ci-dessous :
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7.4. Recouvrement spectral

% paramétres des signaux
fo be3; fe = 8e3;
To 1/fo; Te 1/fe;
calcul de x(t)

.

tmax = be-3; kmax = 500 ;
dt = tmax/kmax ;
tt = 0 :dt :tmax;
xt = sin (2*xpix tt/To) ;
1r i
051 o
:m
S D
5
-0.5
-1 I | I I I I | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
temps [ms]
T T T T T T T T T T T
0.5F t | b -
| | | |
04t | b I~
| | | |
= 03} ! b .
S [ [ [ [
X o2kt | | I
| | | |
01l ! ! I I
| | | |
0 1 4 + 1
| | | | | | | | | | |
-15 -10 —f -5 0 5 +# 10 15
€ fréquence [kHz] ©
FiG. 7.14.: Sous-échantillonnage d’une sinusoide
La fréquence apparente vaut fu,, = |fo — fe| = 3[kHz]. Comme elle se situe en

dessous de la fréquence de Nyquist fy = f./2 = 4[kHz], elle sera associée a la
présence d’une oscillation de période 0.33 [ms| qui n’existe pas en réalité (figure

7.14).

% signal apparent

fapp = fo - fe;

xta = sin (2*pi * tt * fapp) ;
échantillonnage de x(t)

tn = 0 :Te :tmax;

xn = sin (2*pi * tn/To) ;

tragage dans le domaine temporel
subplot(2,1,1) ;

hl = plot (tt, xt); grid;
set(hl, ’LineWidth’,2) ; hold on;
plot(tn, xn, ’0’, tt, xta, ’-’);
xlabel (’temps [sec]’);

h

.
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Le spectre original et sa répétition font apparaitre des raies se trouvant aux fré-
quences suivantes :

k=lm=0,123]0[ 1 | 2 [ 3 [|..|
+m fe £ fo +5 | +3, +13 | +11, +21 | +19, +29
—m fo £ fo +5 | -3,-13 | —11, 21 | —19, 29

On en déduit 'information erronée que, dans la bande de base allant de 0 a f./2 =
4[kHz|, il n’y a qu’une raie spectrale : celle correspondant au signal apparent de
fréquence fo,, = 3 [kH?z] (figure 7.14).

Echantillonnage d'un signal carré

Considérons un signal carré de période Ty = 1[ms| dont on sait que son spectre
est constitué de raies situées en tous les multiples impairs de la fondamentale f, =
1[kHz]. Ce signal est échantillonné a la fréquence f. = 12.8 [kHz].

Comme le rapport entre f, = 12.8[kHz] et fo = 1[kHz] n’est pas entier; le re-
couvrement spectral fait apparaitre de maniére évidente des raies parasites en des
fréquences inattendues (figure 7.15). Ces raies apparentes se situent en

fapp:im'feik'f(]

En ne considérant que les premiers spectres latéraux (m = £1), on peut calculer les
fréquences apparentes suivantes

fapp = £12.8 4 (1,3,5,7,9,11,13,15, - - )

De maniére plus détaillée, cela donne :

m=+Lk=1,--- 1 | 3 [ 5 | 7 | 9 [ 11 | 13 | 15 | 17 |
+12.84(--) +13.8 | +15.8 | +17.8 | +19.8 | +21.8 | +23.8 | +25.8 | +27.8 | +29.8
+12.8 — (--) +11.8 | +9.8 +78 | +5.8 | +3.8 | +1.8 | 0.2 | —2.2 —4.2
—12.84+(--) -11.8 -9.8 7.8 -5.8 | -3.8 | -1.8 | +0.2 | +2.2 | 4.2
-12.8 = (--+) -13.8 | -15.8 | -17.8 | -19.8 | -21.8 | —23.8 | -25.8 | —27.8 | —29.8

Les valeurs mises en gras correspondent aux fréquences apparentes que I’on retrouve
dans la bande de base comprise entre 0 et fy = f./2 = 6.4 [kHz].

Echantillonnage d’une suite d’impulsions rectangulaires

Afin de mieux comprendre comment un spectre est modifié par le recouvrement
spectral, on considére une SIR de période Ty = 1[ms] et de largeur At = 0.2 [ms].
Cette SIR est échantillonnée a la fréquence f, = 16 [kH 2]

On sait que le spectre de la SIR est constitué de raies situées en des multiples de la
fondamentale fy = 1[kHz] s’annulant pour tous les multiples de 1/At = 5[kHz]. A
cause de I’échantillonnage, ce spectre devient périodique f.. Une illustration en est
donnée dans la figure 7.16 ot 'on a représenté
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Signal échantillonné xe(t)

T T T T T T T T T

1 goooooq peeeee [eeeeee [e-eeeee e posseee [oesee [eeeeee -

X(t)
o

temps [ms]

Spectre théorique (0) et spectre di au repliement spectral (-)

-10 ,
o
=}
=-20 9 .
= 11
S o 13
pas
X O o
-30 ,
—40 I I I
0 8 10 12 14

fréquence [kHz]
FIG. 7.15.: Echantillonnage d’un signal carré
le signal temporel z(t) et les valeurs échantillonnées z.(n);

le spectre de base X (jf) et son enveloppe (sinus cardinal) ;

le spectre de base X (jf) et ses copies en f =+ f;

=W D=

le spectre X.(j f) du signal échantillonné qui provient de la somme des spectres
précédents.

Comme le spectre du signal échantillonné est la somme de tous les spectres décalés
en +m f., on voit que le spectre résultant est composé du spectre original auquel
viennent s’ajouter les raies spectrales des spectres latéraux.

Dans cet exemple ot nous avons choisi un rapport entier entre f. et f, égal a 16, les
raies spectrales se superposent alors exactement. Si bien que ’on observe des raies
situées a ’endroit ol on les attend. Le risque est alors grand de ne pas voir que les
amplitudes des raies spectrales sont faussées par le recouvrement spectral.

En particulier, si I’on considére la raie spectrale d’ordre 4, on voit que le résultat da
a léchantillonnage sera la somme des composantes d’ordre +20, —12, (f. £4), +36,
-28, (2 fe £4) ... dues aux décalages spectraux £ f., £2f., etc. On voit donc que,
de maniére générale, le repliement spectral fait apparaitre en la fréquence f, = k fo
des composantes spectrales provenant de k fo +=m f..

A titre informatif, voici le code Matlab créé pour analyser I’échantillonnage de la
SIR.

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 279



7. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES
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FI1G. 7.16.: Echantillonnage d’une SIR
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7.4. Recouvrement spectral

création d’une période

TO = 1; delta = 1/5; kO = 256 ;

dt = TO/kO;

t0 = -T0/2 :dt :T0/2-dt;

xt0 = (t0>(-delta/2)) & (t0<(+delta/2)) ;

création de Nper périodes

Nper = 5 ;

tt = -Nper*T0/2 :dt :Nper*T0/2-dt ;

xt = [];

for k1 = 1 :Nper, xt = [xt,xt0]; end;

échantillonnage tous les ndt points
ndt = 16 ; Te = ndtx*xdt ;

tn = tt(1 :ndt :length(tt)) ;

xn = xt(1 :ndt :length(xt)) ;

spectre de xt (analogique)

duree = max(tt)-min(tt)+dt ;

fmax = 1/dt; 4df = 1/duree;

ff = -fmax/2 :df :fmax/2-df ;

Xjf = fftshift(fft(xt))/length(xt) ;
Xf = abs(Xjf) ;

spectre théorique de xt (enveloppe)
Xjfth = delta/TO*sinc(ffxdelta/T0) ;

spectre de xn

fe = 1/Te; Nfft = length(zn) ;
dfe = fe/Nfft ;

ffe = -fe/2 :dfe :fe/2-dfe;
Xejf = fftshift(fft(xn))/Nfft ;

graphes

subplot(4,1,1) ;
plot(tt,xt,tn,xn,’.’) ;

subplot(4,1,2) ;
stem(ff,Xf,’k.’) ; hold on;
plot (ff,abs(Xjfth)) ;

subplot(4,1,3) ;
stem(ff,Xf,’k.’) ; hold on;
stem(ff-fe,Xf,’b.?%) ;
stem(ff+fe Xf,’r.’) ;

subplot(4,1,4) ;
stem(ffe,abs(Xejf),’.?) ; hold on;
plot (ff,abs(Xjfth)) ;
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Echantillonnage d’'une exponentielle décroissante

Donnée Une exponentielle décroissante d’amplitude A = 10V, de constante de
temps 7 = 0.2 msec est échantillonnée avec T, = 7/2 = 0.1 msec.

Question  Calculez le contenu spectral du signal échantillonné pour f = 0 et
f = f. en se limitant & l'effet des 2 premiers spectres latéraux seulement.

Réponse Sachant que le signal
x(t) = A exp(—t/7)e(t)

posséde le spectre suivant
-

1+ 527 fr

le spectre du signal échantillonné x.(t) vaut :

X =A

XGf) = 7 Y XU - k)

_1§ AT
T At gen(f -k fo)r

1& T T T T T T T T T ]
' X(t)
0.8} o x[n] | 7
0.6 o |
041 o 4
0.2 G .
0. 5
o e}

ot I I I I I I ! (\) (\)
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps [sec] %1072

10

fréquence [kHz]

FiG. 7.17.: Echantillonnage d’une exponentielle amortie et son spectre
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La méthode la plus simple pour calculer X.(jf) consiste a utiliser Matlab. Dans le
calcul qui suit, on notera que pour des raisons d’échelle, la période d’échantillonnage
n’est pas prise en compte dans le calcul des spectres.

% parametres
A =10.0; tau = 0.2e-3;
fc = 1/(2*pi*tau) ;
Te = tau/2; fe = 1/Te;

% spectre original en f = 0 et f = fc :
f = [0, fcl;
Xf0 = Axtau ./ (1 + j*2*pi * fxtau)
Xfm = abs (Xf0)
>> Xfm = 0.2000e-3 0.1414e-3

% repetition spectrale

% spectre original
Xf0 = Axtau ./ (1 + j*2xpi * fxtau)

% spectres dus a +fe
Xfpl = Axtau ./ (1 + j*2xpi *x (f + fe)x*tau) ;
Xfml = Axtau ./ (1 + j*2xpi *x (f - fe)x*tau) ;

% spectres dus & +2fe
Xfp2 = Axtau ./ (1 + j*2xpi x (f + 2xfe)*tau) ;
Xfm2 = Axtau ./ (1 + j*2xpi * (f - 2xfe)*tau) ;

% spectre résultant
Xfe = Xf0 + Xfml + Xfpl + Xfm2 + Xfp2
Xfem = abs (Xfe)
>> Xfem = 0.2031e-3 0.1415e-3

% erreurs relatives
erreurs = (Xfem - abs(Xf0)) ./ abs(Xf0)
>> erreurs = 0.0157 0.0008

Cet échantillonnage de 'exponentielle amortie avec 7T, = 7/2 conduit donc aux
erreurs relatives suivantes :

— 1.57% pour amplitude de la composante continue
— 0.08% pour 'amplitude a la fréquence de coupure (f. = 796 [H z]).

Une illustration de la somme de ces spectres est donnée a la figure 7.17.

7.5. Théoréme de I'échantillonnage

Les exemples ci-dessus ont montré a I’évidence que les résultats fournis par ’analyse
d’un signal échantillonné peuvent étre gravement modifiés si l’on n’y prend pas garde.
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En 1948, Shannon a montré que, pour éviter ces problémes, il suffit de satisfaire

I'inégalité suivante :

Tmin
2

fe>2 fnae & T. < (7.6)

Ce théoréme s’énonce également de la maniére suivante :

Un signal z(t) peut étre représenté de maniére univoque par
une suite de valeurs échantillonnées si la fréquence d’échan-
tillonnage f. est au moins 2 fois plus élevée que la plus grande
des fréquences contenues dans le signal.

En pratique, on limite, avant échantillonnage, le spectre du signal avec un filtre passe-
bas analogique dont la fréquence de coupure dépend de la bande passante utile. Afin
de laisser un peu d’espace pour la bande de transition du filtre antirecouvrement,
on choisira :

fe>~(3--5) fraw & T, ~

Plus de détails seront donnés dans la section 7.7.

(7.7)

7.5.1. Filtre antirecouvrement

En général, les fréquences présentes dans un signal s’étendent sur un domaine plus
étendu que ce qui est utile pour le message a transmettre. Suivant la qualité attendue
pour celui-ci, on limite plus ou moins le domaine fréquentiel sur lequel portera le
traitement du signal.

Connaissant ce domaine d’intérét, délimité par la fréquence f,,q., on pourra éviter
le recouvrement spectral en filtrant analogiquement le signal z(¢) avant son
échantillonnage. Comme il n’est pas possible, avec un filtre réel, de supprimer
totalement les fréquences supérieures a f,,., on est amené a accepter l'effet d’un
léger recouvrement spectral.

La figure 7.18 illustre le recouvrement spectral que ’on obtient avec des filtres de
Butterworth dont la réponse fréquentielle et le recouvrement spectral sont décrits
par

H(f) = —— Hy (f) = H(f — ) = ! (7.8)

2m 2m
s St
1+<fc) 1+<fc)

7.5.2. Exemple

Donnée Considérons un signal z(t), & spectre constant dans une large bande de
fréquence que l'on filtre passe-bas avec un filtre de Butterworth d’ordre m = 6 et de
fréquence de coupure f, = 1 [kHz].

Dans ce qui suit, on souhaite estimer la valeur de la fréquence d’échantillonnage f,
nécessaire pour que l'effet du recouvrement spectral & la fréquence de coupure f.
soit inférieur a 1%.
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Filtres de Butterworth d’ordre m

-10

-20

|
w
o

Module [dB]

-60

-80

—90 | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

fréquence [fe]

F1G. 7.18.: Recouvrement spectral pour un filtre de Butterworth (f. =4 f.)

Solution Puisque en f = f., Pamplitude de la réponse fréquentielle du filtre de
Butterworth vaut 1/ V2 =0.707, Pamplitude due au recouvrement spectral en cet en-
droit devra étre inférieure a 1% de 0.707 ; c’est-a-dire, 0.00707 = 1/141 (figure 7.19).

H(f) [dB]

| | |
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
fréquence [Hz]

F1G. 7.19.: Effet du filtre antirecouvrement d’ordre 6 avec f, = 3.28 f.

Ne considérant que le premier spectre latéral, 'effet du recouvrement est décrit par
la réponse fréquentielle centrée en +f, :

er(f):H<f_fe>: lorsque f = f.
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On a done :

12 12
1+ (f;f) =1+ (f;f) = 1412 =2.10%

De cette équation, on tire :

o= (14 @109 1,
_ 398 f, — 328 [kHz|

Remarque 1l est important de relever que ce résultat provient d’une estimation
basée sur les modules des spectres alors que, pour étre exact, il aurait fallu travailler
avec les spectres complexes (voir Pexemple du paragraphe 7.4.1).

7.6. Quantification d’un signal échantillonné

7.6.1. Quantification uniforme

Le convertisseur A—N effectue la numeérisation d’un signal analogique aprés échan-
tillonnage et délivre des séquences numériques codées avec un pas de quantification
(@ dépendant du nombre de bits du convertisseur. Dans le cas d’une loi de quantifi-
cation uniforme ou les valeurs codées sont obtenues par arrondi dans le domaine de
conversion Agan du convertisseur, on a :

Q= 2o (79)

Considérant pour la suite que le CAN travaille avec n bits entre +U, 02 €t —Unaz
(figure 7.20), on a Acany = 2 Upas et le pas de quantification vaut alors

Q o AC’AN - 2Umax o Umax

- mn - omn - 2n—1

Le pas de quantification ) rapporté au domaine de conversion Agany définit la
résolution du convertisseur

(7.10)

Q 1

=—=1LSB 7.11
Acan 27 (7-11)

On dit, de maniére équivalente, que la résolution est égale au poids du bit le plus

faible du convertisseur.

Roan =

Lorsque les valeurs codées sont obtenues par arrondi, l'erreur due au codage se
répartit uniformément autour de la droite de conversion idéale et la caractéristique de
codage est celle représentée a la figure 7.20. L’erreur maximum due a la quantification
est alors :

Umax
E = — =
©T 2 on
Par exemple, si I'on considére un CAN 10 bits travaillant entre 10 [V], on aura
2-10[V] 1

Acan = 20 [V] Q= ~ 20 [mV] EQ ~ 10 [mV] Roany =

210 1024
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Remarque 1l est important de bien distinguer entre résolution et précision d'un
convertisseur. Généralement, ces deux grandeurs sont du méme ordre. On peut ce-
pendant trés bien imaginer 'exemple d’un convertisseur 4 bits qui aura une résolu-
tion de 1/16 = 6.25% alors que les 16 valeurs fournies par le convertisseur peuvent
étre précises a 0.1%.

original
—— codage
6| --- erreur

Sortie codée

Il Il Il Il Il Il
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tension d’entrée

F1G. 7.20.: Loi de quantification uniforme et signal d’erreur

7.6.2. Bruit de quantification

Nous venons de voir que l'opération de quantification remplace chaque valeur du
signal z(t = nT,) par une approximation. L’effet de cette approximation revient,
mathématiquement, a superposer au signal d’origine z(t) un signal d’erreur e(t) que
I’on appelle le bruit de quantification. L’amplitude maximum de ce signal d’erreur
est Eg = /2 (figure 7.21). Sa puissance est une mesure de la dégradation que subit
le signal.

Si le pas de quantification est beaucoup plus petit que 'amplitude du signal z(t), on
peut raisonnablement admettre que le signal d’erreur est constitué de segments de
droite compris entre £0)/2 et de durée variable At (figure 7.21). L’équation décrivant
ce signal d’erreur élémentaire s’écrit alors :

At
e(t):%tpour ——<t§+7
et sa puissance moyenne vaut :
1 +At/2
P = — e2(t) dt
¢ At J_pis
1 +At/2 2
~ L (Q t) i

At J_pnre At
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original
—— codage
bruit

Amplitude

L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps

FiG. 7.21.: Numérisation d’un signal analogique et bruit de quantification

1 /Q)\1 5 (At ’
At \At) 37\ 2
Ce qui donne finalement le résultat bien connu pour une distribution statistique
uniforme : )
E Q?
Pyp=—2=2% 7.12
0=73 =15 (7.12)
La valeur ainsi obtenue est une estimation de la puissance du bruit de quantification
suffisante pour la plupart des cas réels. Si I'on exprime cette puissance par rapport

au nombre de bits du convertisseur, on obtient :

P o 1 2 Uma:c 2 o Uma:c 2
¢CT 2\ “\ony3

La puissance du bruit de quantification Py permet de calculer la valeur efficace du
bruit de quantification qui vaut :

Qerr =P = \/% (7.13)

Le spectre du signal d’erreur est plus difficile & évaluer. Mais dans la plupart des cas,
les conditions sont remplies pour que la densité spectrale du bruit de quantification
puisse étre considérée constante.

7.6.3. Rapport signal sur bruit

Lorsque qu’un signal est perturbé par du bruit, il est nécessaire de chiffrer I'impor-
tance de cette perturbation par rapport au signal. On introduit alors la notion de
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rapport signal sur bruit (SNR = Signal to Noise Ratio) défini comme le quotient
entre la valeur efficace du signal X.;; et celle du bruit Nggy :
Xe
SNR==1 (7.14)
Ney
Dans notre cas, le bruit est di a la quantification du signal. On a donc Nesr = Qcys
avec Qerr = (Q/V/12. Le rapport signal sur bruit d’un convertisseur vaut alors :

SNR = % — 21 V12 gmff (7.15)
Exprimé en dB, ce rapport signal sur bruit vaut :
SNRsp = 20log(SNR)
= (n—1)20log(2) + 10 log(12) + 20 log Kegs
d’ou : x
SNRys =6n+4.8dB + 20 log =< < 6n+4.8dB (7.16)

max
On voit ainsi que le rapport signal sur bruit d’'un convertisseur A-N dépend de
son domaine de conversion et de la valeur efficace du signal. Comme 'amplitude
de celui-ci ne doit pas dépasser le domaine du convertisseur si 'on veut éviter des
distorsions, on voit que le SNR sera toujours inférieur a 6n + 4.8 dB.

7.6.4. SNR de quelques signaux
Signal sinusoidal “pleine échelle”
Dans le cas particulier ou le signal analogique est une sinusoide d’amplitude égale a

la tension mazrimum U,,., du convertisseur A-N, on a :

Umax 1 n—
Xojp=—"==-—=2"1Q

V2 V2

Le rapport signal sur bruit maximum que 'on peut avoir aprés quantification vaut

alors : ) /\/_
Xepr  2"Q/V2 et
= =v6 2
Qery Q/V12 ve

Exprimé en dB, ce rapport devient :

SNRmaa: =

SNRuar.a5 = 20log(SNR)
= (n—1)20 log(2) + 10 log(6)
~ 6(n—1)+78dB

d’ou
SNRe,ap =61+ 1.8dB si A= Uz (7.17)
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Il est important de se rappeler que ce résultat n’est valable que pour une sinusoide
dont 'amplitude couvre toute la plage du convertisseur A-N et qu’il représente le
SNR maximum possible pour un convertisseur donné.

Alinsi, pour un convertisseur 8 bits, le rapport signal sur bruit maximum vaut environ
50 dB. Ceci est suffisant pour la plupart des applications industrielles, mais pas du
tout en haute-fidélité ou I'on désire un rapport d’au moins 96 dB. Dans ce cas, 16
bits sont nécessaires avec un convertisseur d’excellente linéarité.

Dans le cas plus général oul 'amplitude A du signal sinusoidal est inférieure a U,,4z,
on aura :

Umaz
SN Rqp = 61+ 1.8dB — 20 log A < Upaa (7.18)

Signal triangulaire “pleine échelle”

Dans le cas particulier ou le signal analogique est un triangle d’amplitude égale a la
tension mazimum Up,q, du convertisseur A—N, on montre aisément (voir exercices)
que le rapport signal sur bruit obtenu aprés quantification vaut au maximum :

SNRmax’ dB — 6n si A= Umam (719)

Dans le cas plus général out 'amplitude A du signal sinusoidal est inférieure a U,,4z,
on aura :

Umax
SN R =~ 61— 20 log — A < Upas (7.20)

Signal a distribution gaussienne

Dans le cas ot 'on peut admettre que la distribution statistique d’un signal quel-
conque est gaussienne, on montre que le risque de dépassement du domaine de
conversion est inférieur a

Umax

2
Umax

3

5% si Xeffg

03% si Xeffg

En considérant ce dernier cas (satisfaisant d’un point de vue pratique), on a :

Umax

SNRyaz,ap =6n+4.8dB —20log 3=6n—4.7dB si Xepr = 5

Dans ce cas, plus général que celui du signal sinusoidal, on voit que le rapport signal
sur bruit ne dépassera pas 43 dB pour un convertisseur 8 bits. Une illustration de
la quantification de trois signaux types est donnée dans la figure 7.22.
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7.6. Quantification d’un signal échantillonné

Sinus Triangle Bruit
1 1 1
0.5 0.5 0.5
x
3
c 0 0 0
2
]
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-1 -1 -1
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
temps temps temps

1 1
j4]
j 0.5 05
c
2
§ O O VAVAVAVAVAVAVAWAVAVAV’\VAVAV’\V '\V'\V'\V'\VAVA‘IA‘JAAVAVAVAVAVAVAVA 0
g
S -05 -05 -05
(04
-1 -1 -1
0 05 1 0 0.5 1 0 0.5 1
SNR =26 dB 24 dB 19dB

theor

FiG. 7.22.: Quantification de trois signaux types avec 4 bits

7.6.5. Non linéarité du convertisseur

Jusqu’a présent, on a considéré des convertisseurs A—N parfaits, exempts de toute
erreur de linéarité ; cela signifie que la relation sortie-entrée est décrite par une droite
et que les pas de quantification se répartissent réguliérement le long de cette droite.
Or dans la réalité, la relation sortie-entrée n’est jamais exactement linéaire. Une
illustration en est donnée a la figure 7.23.

En général, la valeur absolue de la différence entre la courbe réelle et la droite
idéale ne dépasse pas un demi LSB. Dans ce cas, 'erreur de non linéarité est au
maximum équivalente & la perte d’un bit de poids faible. On admet alors, de maniére
conservative, que le nombre de bits effectif est diminué de 1

neff:n—l

Ce qui conduit aux résultats globaux suivants

1 1 Umax Umaﬁ
=5 @M= 5= 55

(7.21)

On voit ainsi que le rapport signal sur bruit calculé jusqu’ici est réduit d’un facteur 2
ou de 6 dB. Le rapport signal sur bruit est alors corrigé de la maniére suivante :

SNRNL,dB ~ SNRdB —6dB (722)
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Convertisseur linéaire Convertisseur non linéaire

25 25

Q0 Qo

< <

() ()
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o : o

Q Q

& -5 & -5

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
Tension d’entrée Tension d’entrée

X(0, Y,

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 05 1
temps temps

Fia. 7.23.: Effet d’une non-linéarité

7.6.6. Conclusion

Les situations que l'on vient d’analyser peuvent se résumer dans le tableau 7.1.
De celui-ci, on notera que de maniére générale, une conversion A-N réelle peut
difficilement fournir un rapport signal sur bruit supérieur a 6(n — 1) dB méme si
la plage du convertisseur est utilisée dans sa totalité. On retiendra donc la relation
suivante

SNR < 61— 6 [dB] (7.23)

comme représentative de ce que l'on peut obtenir au mieux dans des situations
réelles.

’ Signaux H SNRpa [dB| \ SN R4z avec NL [dB| ‘

sinus 6n + 1.8 6n —4
triangle 61 6n — 6
bruit gaussien 6n — 4.7 6n — 11

TAB. 7.1.: Limite des convertisseurs A—N

Quelques de valeurs de SNR
Comme nous venons de le voir, le traitement numérique des signaux introduit des

erreurs dont on peut estimer la valeur. Celles-ci ne seront acceptables que si elles ne
dépassent pas des limites psycho-physiologiques généralement connues.
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7.7. Choix d’un filtre et de la fréquence d’échantillonnage

En téléphonie par exemple, il est important et suffisant que les locuteurs puissent
se reconnaitre au son de leurs voix. Comme les fréquences fondamentales présentes
dans les voix humaines dépassent rarement 1 kHz, on admet qu’une bande passante
de 4 kHz est suffisante pour laisser passer les harmoniques nécessaires. Cette bande
passante permet de fixer la fréquence d’échantillonnage utilisée en téléphonie nu-
mérique a 8 kHz. De plus, de maniére a ce que la voix numérisée ne soit pas trop
“granulaire”, une dynamique de 50 dB est demandée : des convertisseurs 8 bits sont
généralement acceptés.

‘ Applications H Dynamique ‘ Nombre de bits ‘
Téléphonie 50 dB 8
Mesures industrielles 70 dB 12
Audio numérique 96 dB 16
Multimetre numérique || > 100 dB 18

TAB. 7.2.: Quelques valeurs SNR typiques

En audio de haute qualité, les limites que ’on souhaite atteindre sont fixées par les
capacités de 'oreille humaine ; la dynamique et la bande passante demandées sont
donc bien plus élevées qu’en téléphonie. Ainsi, pour reproduire la qualité sonore
d’une salle de concert, on exige une bande passante de 20 kHz et une dynamique
de plus de 80 dB car cela correspond au rapport entre le volume sonore d’un grand
orchestre et le bruit de fond d’une salle silencieuse.

7.7. Choix d’un filtre et de la fréquence
d’échantillonnage

Nous venons de voir que, lors d’'une conversion A-N, deux effets négatifs appa-

raissent :

1. le recouvrement spectral causé par I'impossibilité d’avoir un filtre idéal ;
2. la limitation du rapport signal sur bruit due a la résolution du convertisseur.

Généralement le nombre de bits et la bande passante nécessaires sont fixés par
Iapplication ; il reste donc & trouver la fréquence d’échantillonnage f. et I'ordre n
du filtre antirecouvrement. Le critére le plus fréquemment admis pour trouver ces
deux valeurs est le suivant :

L’effet du recouvrement doit étre inférieur a la résolution liée
a la quantification et a la non linéarité du convertisseur CAN.

Admettant que I'on utilise un filtre passe-bas de Butterworth d’ordre m et de fré-
quence de coupure f., on aura, a l'extrémité de la bande passante (f = f.), une
atténuation du recouvrement spectral valant (voir section 7.5.1)

1
H(f = fo)lj=s. =

2m
fc_fe
Vl + (£5£)
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7. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

On a vu que la résolution d’un convertisseur A-N a n bits possédant une non-linéarité
de j:% LSB vaut pratiquement

Admettant qu’a la fréquence de coupure le recouvrement spectral doit étre inférieur
a la résolution du convertisseur, il vient

2m
\/1+<fcf_‘cfe) >2n—1

1+(—fcjfcf"’)m > (21)?

2m
(fc;fe) > (2n—1)2

<fcjjcfe)m > 2n71

fe > fe (1+ (21" m) (7.24)

d’ou :

Ce qui donne finalement :

Ordre m || Nombre de bits n du CAN
dufiltre | 8 [10 [ 12 [ 14 | 16

2 13 | 24 | 47 92 182
44158 |7.71]10.6 | 14.5 8
37145 56| 7.1 | 9.0
33139 46| 55 | 6.7
3.0(35 40| 4.7 | 5.5
2913236 4.1 4.7

CO| ~J| O O] ¥~

TAB. 7.3.: Rapport f./f. en fonction de 'ordre du filtre (Butterworth) et du conver-
tisseur analogique numérique (n bits £ LSB)

Le tableau 7.3 donne le rapport f./ f. pour différents filtres de Butterworth et conver-
tisseurs A—N entachés d’une non linéarité de i% LSB. On notera que si ’on souhaite
utiliser un filtre d’ordre 2 seulement avec un convertisseur 8 bits, il faut choisir une
fréquence d’échantillonnage 13 fois supérieure a la fréquence de coupure. Alors que,
sil’on adopte un filtre d’ordre 8, une fréquence d’échantillonnage 3 a 5 fois supérieure
a la fréquence de coupure suffit suivant le nombre de bits du CAN.

C’est pourquoi, admettant que I’échantillonneur est précédé d’un filtre antirecou-
vrement d’ordre 8, on propose généralement une fréquence d’échantillonnage telle
que

f62(35)fc (725)
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7.8. Reconstruction du signal
7.8. Reconstruction du signal

7.8.1. Convertisseur N-A

Le convertisseur N-A convertit un signal numérique en un signal analogique. Son but
est de fournir un signal continu entre chaque échantillon. Cette opération consiste
a réaliser une interpolation continue entre les valeurs numériques fournies par le
processeur a chaque période d’échantillonnage. On peut imaginer différents interpo-
lateurs allant du simple au compliqué :

— l'interpolateur d’ordre 0 qui maintient constante la valeur numérique fournie ;
— l'interpolateur d’ordre 1 qui relie linéairement deux valeurs numériques succes-
sives ;
s 1 , e I i val L
interpolateur d’ordre 2 qui relie paraboliquement trois valeurs numériques suc-
cessives ;
— linterpolateur idéal qui remplace chaque valeur numérique par un sinus cardinal.

L’interpolateur le plus simple est celui d’ordre zéro et c’est également celui qui est
réalisé par un convertisseur numérique-analogique classique. Il est souvent désigné
sous le nom de bloqueur d’ordre zéro.

6l

amplitude
! o

temps

F1G. 7.24.. Interpolation d’ordre zéro réalisée par un convertisseur N—A

7.8.2. Interpolateur idéal

Dans I’énoncé du théoréme d’échantillonnage, Shannon a également donné son co-
rollaire qui précise qu’un signal z(t) peut étre reconstruit a partir des valeurs échan-
tillonnées en utilisant la fonction d’interpolation suivante :

o) =

Cela signifie que le signal peut étre reconstruit avec une somme de sinus cardinaux
temporels centrés sur les instants d’échantillonnage ¢ = n'T, et d’amplitudes égales

(7.26)
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7. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

aux valeurs échantillonnées z[n| :

B <= 2 sin (7 fe (t —nTy))
walt) = 3 wln] = (7.27)

n=—0oo

Une illustration de cette interpolation est donnée & la figure 7.25. On notera que
cette interpolation idéale n’est pratiquement réalisable qu’en temps différé et de
maniére approchée seulement.

Interpolateur idéal

temps [Te]
FiG. 7.25.: Reconstruction d’un signal triangulaire a ’aide d’un interpolateur idéal

Une comparaison entre les résultats fournis par I'interpolateur d’ordre zéro et 'in-
terpolateur idéal peut étre faite en observant les reconstructions illustrées a la figure
7.26. Comme le signal original posséde une discontinuité, cela conduit a un effet de
Gibbs assez prononcé. Dans le cas d’un signal sans discontinuité échantillonné assez
rapidement, la reconstruction est presque parfaite.

7.8.3. Réponses impulsionnelle et fréquentielle d’'un CNA

Le bloqueur d’ordre zéro fournit un signal analogique en escalier dont chaque niveau
est égal a la valeur du signal numérique. Fondamentalement, cela signifie que le signal
x[n] est remplacé par une suite d’impulsions rectangulaires d’amplitude variable.

A cette opération de maintien de la valeur z[n] correspond un opérateur linéaire
dont la réponse impulsionnelle A(t) est une impulsion d’amplitude 1 et de durée T,
(figure 7.27 ) :
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7.8. Reconstruction du signal

Interpolateur d’ordre zéro
1.2 T T T T T

0.8
0.6
0.4

0.2

0 50 100 150 200 250 300

50 100 150 200 250 300
temps

FI1G. 7.26.: Echantillonnage et reconstruction d’une rampe

1 si 0<t<T,
h(t) = (7.28)

0 sinon

La réponse en fréquence d'un tel opérateur est la transformée de Fourier H(jf) de
sa réponse impulsionnelle h(t) :
_ sin (7 f T,) _
H =T, ——————— exp(—yn f T, 7.29
(Uf) =T 1T p(—jm fT.) (7.29)
Sa représentation bien connue est rappelée a la figure 7.28. Pour comparaison, on y
a superposé en traitillé la réponse fréquentielle d’un interpolateur idéal. On notera
que le CNA agit comme un filtre passe-bas entre 0 et f./2 et qu’il sera bon d’en
tenir compte lors de la reconstruction du signal analogique.

7.8.4. Filtre de reconstruction ou de lissage

On peut se rapprocher d’un signal analogique plus habituel en éliminant les escaliers
du signal z4(t) créé par le CNA. Pour cela, on fait suivre le convertisseur d'un filtre
passe-bas, dit de reconstruction ou de lissage. La bande passante de celui-ci doit
étre suffisante pour laisser passer I'information contenue dans la bande de base du
signal numérique. Comme celui-ci s’étend de 0 a f./2, les filtres antirecouvrement
et de reconstruction sont généralement les mémes.

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 297



7. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

0.8 B

0.6 4

3

0.2 B

0.8 b

h(t)

0.2 b

temps [Te]

F1G. 7.27.: Réponse impulsionnelle d’un bloqueur d’ordre zéro

fréquence [fe]

phase / Tt

fréquence [fe]

F1G. 7.28.: Réponse fréquentielle d’un interpolateur d’ordre zéro
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7.9. Analyse qualitative d’une chaine A-N — N-A

7.9. Analyse qualitative d’'une chaine A-N — N-A

Une illustration des différents points étudiés dans ce chapitre est donnée dans les
figures qui suivent. On y décrit a 'aide de graphiques les effets du filtre antirecou-
vrement (FAR), de I'interpolateur d’ordre zéro (CNA) et celui du filtre de lissage
(FL). Les signaux rencontrés correspondent a ceux du schéma fonctionnel suivant :

Xo(t) FAR X(t) _ A X[n]= Systeme Y[n]= N YS(t)‘ FL y(t)

- N numérique A -

F1G. 7.29.: Chaine de traitement des signaux

7.9.1. Echantillonnage sans filtre antirecouvrement

La figure 7.30 montre le signal xy(¢) échantillonné sans filtrage préalable et son
spectre. On y voit en particulier combien le spectre d’amplitude X (f) résultant
s’éloigne du spectre original Xo(f).

0.2 T T T 1.2
Signal xo(t) 1 Spectre de xo(t)
0.15
0.8
0.1
0.6
0.05
0.4
X,
0
0 0.2
-0.05 0
0 10 20 30 40 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2 T T T 1.2
Signal x[n] 1 Spectre de x[n]
0.15 o)
o
0.1
o (@]
0.05 o
© (6]
o 0000000000004
-0.05
0 10 20 30 40 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

temps [Te] fréquence [fe]

FIG. 7.30.: Echantillonnage sans filtre antirecouvrement

7.9.2. Echantillonnage avec filtre antirecouvrement

La figure 7.31 montre le signal x(¢) échantillonné avec un filtre antirecouvrement et
son spectre. On y voit en particulier que le spectre d’amplitude X.(f) résultant est
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trés proche, entre 0 et f., du spectre original Xo(f).

0.2 g g g 1.2
Signal filtré x(t) PR O— Spectres
0.15
0.8
0.1
0.6
0.05
0.4
0 0.2
-0.05 0
0 10 20 30 40 1
0.2 T T T 1.2 T T
Signal x[n] 1 Spectre Xe(f)
0.15 o
o 0.8
0.1 o]
0.6
0.05 ©
@) 0.4
© 000
0pOoOO 00000004 0.2 XO(f)
-0.05 0
0 10 20 30 40 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
temps [Te] fréquence [fe]

FIG. 7.31.: Echantillonnage avec filtre antirecouvrement

7.9.3. Effet du convertisseur N—A

La figure 7.32 montre le signal échantillonné et son spectre ainsi que celui du blo-
queur d’ordre 0 qui n’est autre que le premier lobe de la fonction sinus cardinal. Il
est bien clair que ce spectre, qui est aussi la réponse fréquentielle du bloqueur, va
modifier le spectre du signal y[n] appliqué au CNA.

7.9.4. Reconstruction du signal analogique

La figure 7.33 montre le signal en escalier et son spectre Y;(f) = Y (f) - B(f) qui
provient du produit entre le spectre de y[n] et la réponse fréquentielle du bloqueur.

Afin d’éliminer les escaliers de ys(t), on fait suivre le CNA d’un filtre passe-bas
identique au filtre antirecouvrement puisque les fréquences supérieures a f./2 ne
contiennent aucune information intéressante.

7.9.5. Correcteur d’amplitude
Il est fréquent de compléter ce filtre passe-bas par un correcteur d’amplitude ac-

centuant les fréquences élevées. Ce correcteur, de réponse fréquentielle 1/B(f) pour
f compris entre 0 et f./2, est construit de maniére a compenser le comportement
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7.9. Analyse qualitative d’une chaine A-N — N-A
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FiG. 7.32.: Signal numérique et bloqueur d’ordre 0

Signal ys(t)
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F1G. 7.33.: Reconstruction sans et avec filtre de lissage
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7. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

passe-bas du bloqueur. On obtient alors une réponse fréquentielle Y(f) ~ X(f)
proche de celle du signal original.

302 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



7.10. Exercices
7.10. Exercices

Ech 1 : Considérant un signal dont le spectre est représenté a la figure 7.34,
déterminez la fréquence d’échantillonnage minimum pour qu’il n’y ait pas de recou-
vrement spectral. Admettant f, = 16 [kHz],

1. dessinez le spectre du signal échantillonné pour f compris entre + 16kHz;
2. que faut-il faire pour éviter le recouvrement spectral 7

3. dessinez le nouveau spectre; quel en est ’avantage 7

0.1 .

X(jf) [V/Hz]

0 | | | | | | |

f [kHz]

Fig. 7.34.: Exercice 1

Ech 2 : On considére un signal z,(t) = cos(27 - 1000¢) :

1. que valent sa période Ty et sa fréquence fo 7
2. esquissez x,(t) sur 3 périodes au moins et dessinez son spectre X,(jf);

3. marquez les points d’échantillonnage de z,(t) lorsque T, = Ty/4; esquissez le
spectre X (jf); analysez z[n] et X (5f);

4. faites de méme lorsque T, = 37'/4; quelle sinusoide passe parmi ces points?
concluez ;

5. dans le cas ou T, = Ty /2, il se passe quelque chose de particulier ; analysez et
commentez.

Ech 3 : On considére une SIR d’amplitude A = 10 [V], de période Ty = 1 [msec]
et de largeur At = T,/4 que 'on échantillonne avec T, = T;/20;

1. esquissez x(t)et x.(t);
2. esquissez X (7f) et Xc(jf);

3. que valent X (jf) et X.(jf) pour f =3[kHz]?
Rép. 1 Xo(+3) = X (+)3) + X (—j17) + X (+)23) + - - -
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Ech 4 : Soit un signal en dents de scie d’amplitude comprise entre A = +5[V],
de période Ty = 1 [msec] que 'on échantillonne avec la fréquence f, = 8[kH z];

1. esquissez x(t)et x.(t);
2. sachant que X (jk) = (=1)*™ A/(jkn), k # 0, esquissez X (jf) et X.(jf);
3. que valent X(jf) et X.(jf) pour f=1[kHz]?

Ech 5 : Considérant le signal analogique
ra(t) =2 cos(1007 1) + 5 sin (2507t + %) ~ 4 cos(3807 ) + 16 sin (6007 ¢ + %)

1. quelle valeur minimum faut-il choisir pour f. si 'on veut respecter le théoréme
d’échantillonnage 7

2. soit fo = 3 femin, esquissez les spectres d’amplitudes et de phases du signal
ze(t).

Ech 6 : Un signal analogique
7,(t) = cos(2m - 2401) + 3 cos (27 - 540 + %)
est échantillonné a raison de 600 échantillons par seconde.

1. que vaut la fréquence de Nyquist fy = f./27
2. si elles existent, que valent les fréquences apparentes f,,, 7

3. si x(n) est restitué a aide d’un convertisseur NA suivi d’un filtre passe-bas
idéal tel que f, = f./2, que vaut le signal reconstruit y,(t) ?

Ech 7 : Considérant un signal carré a valeur moyenne nulle de période Ty = 1 [ms]
et d’amplitude A = 1[V] que l'on échantillonne a la fréquence f. = 9.8 [kHz], on
demande :

1. Quelles sont les fréquences et amplitudes des raies spectrales du signal analo-
gique ? Esquissez le spectre d’amplitudes.

2. Quelle est la largeur de la bande de base ? Quelles sont les composantes spec-
trales réelles présentes dans la bande de base 7

3. Quelles sont les fréquences apparentes présentes dans la bande de base 7
4. Quelles sont les amplitudes de chacune de ces raies?

5. Les résultats de 'analyse spectrale sont donnés dans la figure 7.35 ; associez les
numéros des composantes spectrales théoriques aux raies spectrales obtenues
aprés échantillonnage.
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Signal échantillonné xe(t)
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F1G. 7.35.: Echantillonnage et repliement spectral pour un signal carré

Ech 8 : Considérant une exponentielle décroissante x(t) = e~ ¢(t) que 'on échan-
tillonne avec une fréquence f,, montrez que le spectre du signal échantillonné vaut :

N a+]27Tf)
Xif) = i Z (0 + J2n )+ Cr ko)

AnNa 1 : Considérant qu’un signal est échantillonné & 40kHz et numérisé avec 16
bits, quelle est la durée d’enregistrement que 'on peut stocker dans 1 Moct ?

AnNa 2 : Un filtre numérique est constitué des éléments suivants :

— un convertisseur AN & 12 bits avec un temps de conversion de 5us,

— un processeur DSP de 16 bits avec un cycle d’horloge de 50ns,

— un convertisseur NA a 12 bits avec un temps d’établissement de 0.5us.

Calculez la bande passante maximum que peut traiter ce filtre sachant que pour
chaque valeur échantillonnée le DSP calcule le signal de sortie avec 1’équation sui-
vante :

en effectuant une multiplication et une addition en un seul cycle d’horloge.
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AnNa 3 : Un signal sinusoidal d’amplitude 6 V est numérisé a I'aide d’un conver-
tisseur 16 bits. Sachant que celui-ci travaille entre 4= 10 V et qu’il est entaché d’une
non-linéarité de :I:% LSB, calculez :

1. sa résolution et son pas de quantification ;
2. les valeurs efficaces du signal et du bruit de quantification ;

3. le rapport signal sur bruit du signal numérisé.

AnNa 4 : On échantillonne un signal sinusoidal d’amplitude 5 V avec un CAN 16
bits / £10 V entaché d’une de non-linéarité de i% LSB. Est-il possible de garantir
un SNR d’au moins 90 dB?

AnNa 5 : On échantillonne un signal analogique
x(t) =4 cos(2m - 300t) — 2 cos(2m - 900¢) [V]

avec un convertisseur AN 16 bits travaillant entre +5 V qui posséde une non linéarité
de j:% LSB. Les valeurs numériques du CAN sont transmises & travers une ligne dont
le débit est de 10* oct/sec. On demande :

1. y a-t-il repliement spectral ?
2. que valent la résolution et le pas de quantification du convertisseur ?
3. que vaut la puissance du signal z(t) 7 quelle est sa valeur efficace ?

4. que vaut le rapport signal sur bruit de conversion AN ?

AnNa 6 : On utilise un filtre analogique passe-bas de Butterworth d’ordre 6 et de
fréquence de coupure 4 kHz comme filtre antirepliement. Considérant que le signal
échantillonné est perturbé par une composante spectrale d’amplitude A =5V et de
fréquence fy = 8 kHz, on demande :

1. quelle fréquence d’échantillonnage chosissez-vous pour que le repliement de la
perturbation se fasse en f > f.7

2. quelle sera amplitude A, du signal replié en f = f.7

AnNa 7 :  On utilise un filtre analogique passe-bas de Butterworth d’ordre 3 comme
filtre antirepliement en amont d’un convertisseur AN 12 bits avec i% LSB de non
linéarité. Sa fréquence de coupure f, est fixée a 8 kHz.

1. quelle est la résolution du convertisseur comprenant la quantification et la
non-linéarité ;

2. esquissez la réponse fréquentielle du filtre et celle causée par le repliement
spectral ;

3. calculez la fréquence d’échantillonnage nécessaire pour que 'affaiblissement du
repliement spectral en f = f. soit inférieur a la résolution du convertisseur.

Rép.: f. = 13.7f,

306 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



7.10. Exercices

AnNa 8 : Un signal z(t) sinusoidal d’amplitude A = 10[V] de fréquence f =
1 [kHz] est échantillonné trés rapidement (a4 1[MHz], par exemple) a 1'aide d’un
convertisseur analogique-numeérique 4 bits travaillant entre +10 [V].

1. esquissez les signaux x(t), z.[n], z,(t) ;
2. esquissez lerreur de quantification e(t) ;
3.

4. que vaut le SNR?

quelle est la valeur efficace de ce bruit de quantification ?

AnNa 9 : On remplace le signal sinusoidal de I'exercice précédent par un signal
triangulaire de mémes amplitude et fréquence. Qu’est ce qui change?

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 307



7. ECHANTILLONNAGE ET RECONSTRUCTION DES SIGNAUX ANALOGIQUES

308 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



8. Description des signaux et
systémes numeériques

8.1. Signaux numériques

Les signaux numériques sont mathématiquement représentés par des séquences de
nombres notées z[n| pour —oo < n < +oo. Dans le cas ou la séquence provient de
I'échantillonnage périodique d’un signal continu z(t), on aura :

z[n] = x(nT,)

Les signaux discrets sont souvent représentés graphiquement (figure 8.1). Bien que
I’abscisse soit dessinée de maniére continue, il est important de noter que la séquence
x[n] n’est définie que pour n entier. Pour n non entier, z[n| est simplement non
définie.

0.6 T T T T T

0.4

o ol L o

signal x[n

)

N

T
C—]
o—
Gi
o——
|
o—
67

1

instants n

FiG. 8.1.: Graphe d’un signal numérique

8.1.1. Quelques signaux fondamentaux

Parmi l'infinité de séquences que I'on peut imaginer, il y en a quelques unes qui sont
fondamentales pour 'analyse des signaux et des systémes. Ce sont :

1. L’empulsion unité définie par :

3[n] = (8.1)
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Un aspect important de cette séquence est qu’elle peut servir & définir n’im-
porte quelle autre séquence. En effet, toute séquence (telle que celle de la fi-
gure 8.1) peut étre considérée comme une somme d’impulsions décalées d[n— k]
et d’amplitude x[k]. La suite z[n| peut donc étre décrite par I'expression sui-
vante :

+00
zln] = > alk]- 6 — k] (8.2)
k=—oc0
Le saut unité défini par :
1 si n>0
eln] = (8.3)
0 si n<O
De maniére équivalente, on a :
+oo
eln] = d[n — k] (8.4)
k=0

Inversement, I'impulsion unité peut étre décrite par la différence de deux sauts
unités :

d[n] =¢[n] —eln — 1] (8.5)
L’exponentielle numérique décrite par :
zln] = R"¢[n] (8.6)

Dans le cas o1 0 < R < 1, on obtient une exponentielle décroissante alors que
pour |R| > 1, amplitude de la séquence ne cesse d’augmenter avec n.

. La sinusoide décrite par :

z[n] = cos (nQy + ¢) (8.7)

avec (g = 27 foT..

La suite complere généralement décrite par une exponentielle numérique dont
Iargument est complexe :

z[n] = (a + jb)" e[n]

En remplacant 'argument a + jb par sa représentation polaire

b
a+ jb=+va?+b? Larctan — = R exp(j)
a
on obtient
xz[n] = R" exp(jn Q) e[n] (8.8)

Grace a la relation d’Euler, on voit que cette séquence est une oscillation a
valeurs complexes dont I’amplitude varie exponentiellement avec le temps n.
L’enveloppe sera croissante si R > 1 et décroissante si R < 1.
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T
Impulsion unité
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FiG. 8.2.: Quelques signaux fondamentaux

6. Le phaseur de pulsation € :
z[n] = exp (jn Q) (8.9)

Les séquences exponentielle, sinusoidale et complexe décrites ci-dessus sont particu-
liérement importantes dans 'analyse des systémes linéaires.

On notera que pour les signaux discrets, la pulsation normalisée () se mesure en
radians par échantillon et non pas en radians par seconde comme pour la pulsation
wy des signaux continus.

8.1.2. Périodicité des signaux numériques

Du point de vue de la périodicité, il existe une différence importante entre signaux
continus et discrets. Dans le cas de ces derniers, la périodicité existe si :

zn| = z[n + N]

ot N est un entier représentant la période de la séquence. Ce qui, pour une sinusoide
discréte, s’écrit :

zn] = A cos (nfdy + ¢) = A cos (n€2y + NQo + ¢)

Comme la sinusoide est périodique 27 , on doit avoir

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 311



8. DESCRIPTION DES SIGNAUX ET SYSTEMES NUMERIQUES

Or ceci n’est possible que si /7 est rationnel.

Considérons comme exemple le cas ou 5 = 1. On a alors N = 27 k; ce qui n’est
pas possible car N et k sont des entiers et que m est irrationnel. Par contre, si
Qo = 3m/11, on a alors :

22
NQy=N3r/11=k2n = N:?k
et la plus petite valeur de N satisfaisant cette équation est 22 lorsque k£ vaut 3.
Ces deux valeurs signifient qu’il faut 22 échantillons pour retrouver la valeur de
départ (une période numérique) et que cette période numérique contient 3 périodes
du signal analogique échantillonné.

On voit donc que les séquences sinusoidales n’ont pas nécessairement la méme période
que leur correspondant analogique et, suivant la valeur de €2y, elles peuvent méme
ne pas étre périodiques du tout.

Sinus numérique de pulsation 3/ 11

T T T

16 ! ) ]
I
| .
05 I v |
0 , v
& i I B i 6 I o
: I I
05 | . | | .
_ ; Tanl [ |
- > ! Thum , o
1 - | | | | - ]
0 5 10 15 20 25
Sinus numérique de pulsation 1
T T T T
4

T

Thum = = °
1 1 1 1

5 10 15 20 25

e AA

Fic. 8.3.: Périodes numérique et analogique

On doit encore rappeler le fait que ['interprétation des hautes et basses fréquences
est différente pour les signaux discrets ou continus. En effet, pour une sinusoide
analogique, l'oscillation sera d’autant plus rapide que la pulsation wy est élevée.
Dans le cas du signal discret x[n] = A cos (nQy + ¢), oscillation sera d’autant plus
rapide que €0y se rapproche de 7 et elle deviendra plus lente si €}y varie de m a 2.
Cette deuxiéme partie correspond au phénoméne de repliement spectral. En fait, a
cause de la périodicité des spectres des signaux discrets, ce qui se passe autour de
2 = 27 est indistinguable de ce qui se passe autour de 2 = 0.
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8.2. Systémes numériques

Un systéme numérique est une fonction ou un algorithme prédéfini qui opére sur
un signal numérique (appelé Uentrée ou U'excitation) et qui produit un autre signal
numérique nommé la sortie ou la réponse du systéme.

Un tel systéme est défini mathématiquement comme un opérateur ou une transfor-
mation qui modifie une séquence d’entrée z[n] en une séquence de sortie y[n]. On
peut représenter cette transformation par un opérateur 7" tel que y[n] = T{z[n]} et
en donner ’équation ou son schéma fonctionnel (section 8.2.2).

8.2.1. Exemples de systéme numériques

Quelques systémes simples

Considérons des systémes simples décrits par les équations du tableau 8.1.

a yln] = z[n]
b y[n] = z[n — 1]
c y[n] = z[n + 1]

f yln] = 2ln] - afn — 1]

TaB. 8.1.: Equations décrivant des systémes numériques
A chacun de ces systémes, on applique a l'instant n = 0 le signal :
zn] = {;0,1,2,3,4,5,0,0,0,0,---}
Les réponses de chacun des systémes sont alors les suivantes :

1. L’équation (a) représente le systéme identité qui restitue simplement le signal
qu’on lui applique :

y[n] :{"'0707T07172737475707070707"'}
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2. L’équation (b) représente un décalage arriére d’un pas :

3. Dans le cas (c), le signal est avancé d’un pas :

y[n] :{"'0707T07071727374a57070707"'}

y[n] :{"'anvT17273a4757070a070707"'}

4. La sortie du systéme (d) fournit a chaque instant la valeur maximum du signal
considéré aux instants présent (n), précédent (n — 1) et suivant (n+ 1) :

y[n] :{"'0707T1727374a5757570a0>0"'}

5. Le systéme (e) représente un accumulateur qui fait la somme des valeurs qui
apparaissent au cours du temps :

y[n] = {---0,0,,0,1,3,6,10,15,15,15,15,15-- -}

6. Le systeme (f) effectue la différence entre la valeur actuelle et la précédente
ce qui, numériquement, correspond a la dérivation analogique :

y[n} :{"'0707TO71717171717_57070"

)

6 6 6
5t(@) ® 51(b) ® 5l(c) ©
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1. IR 1o
0 0 0
-1 -1 -1
-2 0 2 4 6 8 -2 0 2 4 6 8 -2 0 2 4 6 8
6 20
6
5}(d) 09O @©) ®
15 o¥oXeXe) 4
4
2
3 10 e 22999
2
-2
1 5
i i
O OO0 VaWwa T
0 P -6
-1
-2 0 2 4 6 8 -2 0 2 4 6 8 -2 0 2 4 6 8

314

F1G. 8.4.: Réponses des systémes considérés
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Moyenneur glissant
Un moyenneur glissant d’ordre 5 est défini par ’équation :

yln| = % (z[n — 2] + z[n — 1] + z[n] + z[n + 1] + z[n + 2]) (8.11)

Ce systéme fournit & chaque instant n la valeur moyenne des 5 échantillons z[n]
entourant et correspondant a la position n. Un tel opérateur est fréquemment utilisé
pour atténuer des fluctuations et mettre ainsi en évidence une tendance & moyen
terme. Une illustration en est donnée par la figure 8.5 représentant ’enregistrement
d’une température.

30 T T T T T T T
0] Q
20t () ? ® o .
=
B3
101 T T B
0 \
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40
T T T T T T T T
0.2 B
S o1f E
<
=
0
_01 | | | | | | | |
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40
30 T T T T T T T T
0}
Q Q 0)
20 Q 0] i
= ®
=
il I T T T |
2 i
-5 0 5 10 15 20 25 30 35 40

instants n
F1G. 8.5.: Lissage de I’évolution d’une température

On notera que ce moyenneur centré sur l'instant n est un systéme non causal;
c’est-a-dire que pour pouvoir l'utiliser, il est nécessaire d’avoir préalablement a sa
disposition les valeurs a traiter. Si I'on désirait effectuer ce traitement en temps réel
(systéme causal), on ne pourrait calculer la moyenne glissante que sur les 5 points
les plus récents :

y[n] = = (z[n] + z[n — 1] + z[n — 2] + x[n — 3] + z[n — 4]) (8.12)

ot =

8.2.2. Schéma fonctionnel d’un systéme numérique
Un systéme numérique peut étre décrit, comme on 1’a vu, par la donnée d’une

équation liant le signal de sortie au signal d’entrée. On peut également, et c’est
fréquemment le cas, représenter ces systémes a l’aide de diagrammes fonctionnels.
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Ceux-ci illustrent alors graphiquement les opérations effectuées sur le signal d’entrée
ainsi que les connexions les reliant. Les plus fréquentes sont I'addition de 2 valeurs
(@), la multiplication de 2 signaux entre eux (®), la multiplication d’un signal par
un coefficient (—), le décalage avant (z) et le décalage arriere (271).

Deux illustrations de schémas fonctionnels sont présentées dans la figure 8.6. Le
premier des deux schémas correspond & I’équation non linéaire suivante :

y[n] = 0.5 (z1[n] + x1[n — 1]) - 22[n] + 0.9 y[n — 1]

dans laquelle on trouve un moyenneur causal d’ordre 2 (premier cadre) et un filtre
passe-bas d’ordre 1 (deuxiéme cadre).

Le deuxiéme schéma fonctionnel illustre une équation aux différences linéaire d’ordre 2
y[n] = box[n] + biz[n — 1] + byx[n — 2] — ary[n — 1] — agy[n — 2

représentant un filtre récursif d’ordre 2.

x
>
)
Y
N
x
' =
- -
)
—
o
(&)}

x[n] PRELD LR
z z
bo b4 b2
] ! Y
¥ yin]
] ]
-a - af
z! = z! =
y[n-2] y[n-1]

FiG. 8.6.: Deux exemples de schémas fonctionnels

8.2.3. Propriétés des systémes

Suivant leurs propriétés, on peut classer les systémes de la fagon suivante :
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1. Systeme statique
Un systéme statique ou sans mémoire est un systéme dont la sortie y[n| ne
dépend que du signal d’entrée a I'instant n. Par exemple :

y[n] = ax[n] + nxn)?
2. Systéme dynamique

Inversement, un systéme tenant compte de ce qui s’est passé ou se passera est
dit dynamique ou avec mémoire :

(x[n — 1] + z[n] + x[n + 1])

W =

yln] =

3. Systéme linéaire
Un systéme linéaire satisfait au principe de superposition :

y[n] = T{axi[n]+ bxs[n]}
aT {x1[n]} +bT {xs[n]}
= y1[n] + ya[n]

4. Systeme temporellement invariant
Un systéme invariant dans le temps est un systéme pour lequel un décalage
temporel sur le signal d’entrée conduit & un signal de sortie simplement décalé
de la méme valeur :

si TH{xln]} =yl
alors T{z[n+d]} =yn+d

De maniére équivalente, un systéme est dit temporellement invariant lorsqu’on
peut croiser les opérations de décalage et de transformation sans modifier le
signal de sortie. On a alors :

YD, T [n] = Yr,D 1]

5. Systeme causal
Un systéme est causal si la séquence de sortie ne dépend que des valeurs
actuelles ou passées de la séquence d’entrée.

6. Systeme stable
Un systéme est stable si, quelle que soit la séquence d’amplitude finie appliquée
a l'entrée, sa sortie ne devient pas infiniment grande.

On notera que les propriétés mentionnées ci-dessus sont des propriétés liées aux
systémes et sont indépendantes des séquences appliquées a ceux-ci.

Remarque 1l est important de ne pas oublier que la grande liberté offerte lors
de la réalisation des systémes numeériques peut parfois conduire & des piéges. Ainsi
en est-il de la succession des opérations effectuées sur un signal. En effet, on a pris
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I’habitude avec les systémes analogiques d’effectuer des opérations dans I'ordre qui
nous convient sachant que le résultat est théoriquement indépendant de I'ordre des
opérations de filtrage. Cela était possible parce que les systémes analogiques réels
sont pratiquement tous linéaires et temporellement invariants par nature.

Or, avec les systémes numériques, les opérations que 'on peut souhaiter faire ne
sont limitées que par notre imagination et certaines d’entre elles conduisent a des
résultats qui dépendent de la succession des opérations effectuées. Il est donc trés
important de vérifier si les opérations avec lesquelles on agit sur un signal sont
temporellement invariantes ou non.

Quelques exemples

L'accumulateur Un accumulateur défini par la relation :
yln] = Y a[k] (8.13)
k=—0oc0

correspond a l'opération analogique d’intégration. C’est un systéme linéaire. On
notera que si on lui applique une impulsion unité §[n|, sa sortie sera un saut unité
e[n]. Si on lui applique un saut unité, sa sortie ne cessera d’augmenter linéairement
avec n et tendra vers 'infini. L’accumulateur n’est donc pas un systéme stable.

Différences avant et arriére La différence entre 2 valeurs successives est 1’équi-
valent de la dérivation analogique. On peut effectuer la différence avant définie par
la relation :

y[n| = z[n + 1] — x[n] (8.14)

Elle n’est évidemment pas causale; ce qui est par contre le cas pour la différence
arriére :
y[n| = z[n] — z[n — 1] (8.15)

Opérateur quadratique Afin d’illustrer ce qu’est un systéme invariant temporel-
lement, considérons 'opérateur quadratique :
yln] = 2%[n] (8.16)
Si 'on effectue d’abord 1’élévation au carré puis le décalage temporel, on obtient :
z[n] — 2*[n] — 2%[n — d| = yr,p[n]
Dans le cas ot I'on effectue le décalage puis la contraction, on obtient :
z[n] — z[n —d] — 2*[n —d] = yp.r[n|

Comme les deux résultats sont identiques, le systéme est temporellement invariant.
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Sous-échantillonnage Cette opération trés fréquente en traitement numérique des
signaux n’est pas invariante temporellement. Pour le voir, considérons une situation
ol 'on ne prend qu’un échantillon sur deux :

y[n] = z[2n] (8.17)

Si 'on effectue d’abord la contraction puis le décalage temporel, on obtient :
z[n] — z[2n| — z[2n — d] = yr.pln|
Dans le cas ou l'on effectue le décalage puis la contraction, on obtient :
z[n] — x[n — d] — x[2(n — d)] = yp,r[n]

Comme le résultat dépend de 'ordre des opérations, le systéme n’est pas temporel-
lement invariant.

Le tableau 8.2 rassemble les propriétés de quelques opérations fréquemment effec-
tuées en traitement numérique des signaux et mentionne si les opérations sont li-
néaires (L), invariantes temporellement (I), causales (C), stables (S) et si elles
nécessitent une mémoire (M). Quelques opérations sont laissées a ’analyse du lec-
teur.

‘ ‘ Opérations ‘ Equations ‘ L ‘ I ‘ C ‘ S | M
a Différence avant zin+ 1] — z[n] OlOIN|O|O
b Différence arriére x[n] — x[n — 1] ORNCRNORNONNG)
¢ Accumulation Yo k] OlO|O|N|O
d Amplification axn] OlO|O0O|O|N
e Moyenneur centré (zln+1]+zn]+2n-1)/3] 0] O | N|O| O
f | Contraction temporelle x[n?]

g Sous-échantillonnage x[2n]
h | Rotation autour de Oy x[—n]
j | Multiplication temporelle nxn|
k | Opération quadratique x?[n]
1 | Amplification et décalage azx[n]+b, b#0

TAB. 8.2.: Propriétés de quelques transformations

8.2.4. Interconnexions des systémes

Comme pour les systémes analogiques, les systémes numériques peuvent étre inter-
connectés pour former des systémes plus complexes. Pour ce faire, on a deux possi-

bilités : les connecter en cascade ou en paralléle (figure 8.7). Lors d’une connexion
en cascade, on a les relations suivantes :
nln] = Hifzn]}
= ylnl = Hy {H, {z[n]}}
yln] = Hy{wmln]}
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Lors d’une connexion en paralléle, on a les relations suivantes :
yln] =wln] +42ln] = yln] = Hi {z[n]} + Hz {z[n]}

Et c’est seulement dans le cas ou les systémes sont linéaires et temporellement in-
variants que ’on pourra écrire comme on a ’habitude de le faire avec les systémes
continus :

yln] = (Hy - Hy) {z[n]} = (Hy - Hy) {z[n]}
yln] = (Hy + Hy) {z[n]} = Hy {z[n]} + Ha {z[n]}

y1[n]

x[n] yaln] ya[n] x[n] y[n]

ya[n]

F1G. 8.7.: Interconnexions de 2 systémes en cascade ou en paralléle

8.2.5. Conclusions

Comme nous venons de le voir, les systémes linéaires et temporellement invariants
(systémes LTT) constituent une classe importante des systémes et c’est seulement
sur les systémes LTI que 'on peut appliquer les notions de réponse impulsionnelle,
de produit de convolution et de fonction de transfert.

8.3. Réponse impulsionnelle et produit de
convolution

Parmi ’ensemble des réponses temporelles d’un systéme, il en est une qui permet
de calculer toutes les autres : c’est la réponse impulsionnelle que 'on obtient en
appliquant au systéme LTI une impulsion unité §[n|. Cette réponse particuliére est
désignée par hln| :

hin] = T {0[n]} (8.18)

On a vu au début de ce chapitre qu’un signal quelconque z[n] peut étre considéré
comme une suite d’impulsions d’amplitude variable :

+oo

wln] = > a[k]d[n — k] (8.19)

k=—o00
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Puisque les systémes que nous examinerons dés a présent sont linéaires et temporel-
lement invariants, la réponse de ceux-ci au signal z[n| sera constituée d’une somme
de réponses dues a chaque impulsion x[k]d[n — k] :

yp[n] = T {z[k] 6[n — k|} = x[k] hln — K] (8.20)
Ce qui, en tenant compte de ’ensemble des impulsions, conduit a :
“+o0o “+oo
yln] = T{a[n]} = Y wlnl = > xlk]hln — k] (8.21)
k=—o00 k=—o00

Cette relation importante porte le nom de produit de convolution numérique. Les
opérations que nous venons d’effectuer peuvent étre décrites et résumées dans la
suite de relations suivantes

oln] — hln]
dn—Fk] — h[n—Kk|
xz[k]dn — k] — z[k]hln — K]
> alkloln—kl — Y alk]hn -k
zln] — yln]

qui sont illustrées par la figure 8.8.

Un simple changement de variable permet de montrer que le produit de convolution
est commutatif :

yln) = > alklhln— k] = Y hlk]z[n — K| (8.22)

Ce résultat s’écrit symboliquement sous la forme :
y[n] = x[n] ® h[n] = hin] © x[n] (8.23)

L’intérét du produit de convolution réside dans le fait qu'un systéme LTT est tota-
lement caractérisé par sa réponse impulsionnelle h[n| et que le calcul de la réponse
a un signal quelconque peut alors se faire en restant dans le domaine temporel.
On notera que le produit de convolution est le résultat direct de la linéarité et de
I'invariance temporelle ; il ne peut donc s’appliquer qu’aux systémes LTI.

8.3.1. Systémes causaux

Systémes a réponse impulsionnelle infinie

Dans le cas ou le systéme considéré est causal, sa réponse impulsionnelle h[n| ne
peut pas précéder Uinstant de Papplication du signal x[n] au systéme; elle est donc
nulle si n < 0. Considérant que I’on applique le signal z[n| a I'instant n = 0, on a
donc :

yln] = Y alklhln—k] = hklzln—k  0<n<-4oo  (8.24)
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8n-2]
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x[n] = Z x[K] o[n—k] avec x[K] = g[K]
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h[n]
l i ‘ ‘ ‘ i
05 TTT 1
000 TCW(P@ SOBOOOEOOE
-5 0 10 15 20
hin-1]
1 ‘ ‘ ‘ i
p I |
ob e <r<E<P“Dooom\oooo
-5 0 15 20
hin-2]
1
gl
O ot ??QOVOH 000
-5 0 15 20

y[n] = Zk x[K] h[n—k]

aTaTaTaTm T aTa e A

Fi1G. 8.8.: Tllustration du produit de convolution
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8.3. Réponse impulsionnelle et produit de convolution

Systémes a réponse impulsionnelle finie

De plus, dans le cas trés fréquent de systémes causaux & réponse impulsionnelle
de durée finie (systémes RIF), la réponse impulsionnelle est nulle pour n < 0 et
pour n > N. Alors, considérant que z[n < 0] = 0,la réponse impulsionnelle est de
longueur N et la réponse du systéme a un signal quelconque x[n] se calcule avec :

0<n<+o00 (8.25)

Le schéma fonctionnel correspondant a cette équation est représenté a la figure 8.9
(on notera 'usage de 'opérateur z=! qui effectue un décalage arriére).

x[n] x[n-1] x[n-2] X[n-3] X[n-N+1]
71 - 1 - 1 - 71
h[0] h[1] h[2] h[3] h[N-1]
/ A
N-1 y[n]
Y hk] x[n-K] —
k=0
FiG. 8.9.: Représentation du produit de convolution
Convolution entre x[k] et h[k] pour n=10
lk
x[n-k], n=10
0.5
0 T T T 1
-5 0 5 10 15 20 25 30
l,
hiK]
H
0 [{[ WIIII‘IITT‘TTTTT‘Y11!r-‘
-5 0 5 10 15 20 25 30
l,
h[k] Cx[n—k]
0.5
[ { { [ W y[10] = % h[K] OX[n—k] = 6.86
0 I 1 1 T 1
-5 0 5 10 15 20 25 30
instants k
10
y[n] = 2 h[k] Cx[n—K]
5 1]
0 1 [ [ { { ! ! ! )
-5 0 5 10 15 20 25 30

FiG. 8.10.: Ilustration du calcul d’un produit de convolution
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Il est important de bien comprendre les opérations sousjacentes a 1’équation de
convolution

On voit que 'on doit tout d’abord "retourner” le signal d’entrée z[k] (ici, un saut
unité) autour de 'ordonnée afin d’obtenir z[—k]| (figure 8.10). Puis, a chaque instant
n on devra :

1. décaler z[—k] en n pour obtenir x[n — kJ;
2. effectuer sa multiplication avec hlk] pour obtenir Alk] - z[n — kJ;

3. sommer la suite de valeurs ainsi obtenues.https ://www.cia.gov/library /publications/the-
world-factbook /geos /ni.html

La figure 8.10 illustre la situation pour n = 10 et ’on voit que la somme des valeurs
successives vaut :

10
> hlk]an — k] =1+09+09"+ - +0.9" = 6.86 = y[10]
k=0

8.3.2. Reéalisation d’un produit convolution

Considérant la figure 8.9, on voit que pour calculer un produit de convolution il faut
avoir a sa disposition les suites de valeurs hlk] et z[n — k|. Cela nécessite donc deux
espaces-mémoire de longueur N. Dans le premier (généralement une EPROM), on
stockera les valeurs de la réponse impulsionnelle h[k] avec 0 < k < N — 1 caractéri-
sant le systéme que I'on souhaite réaliser. Dans le deuxiéme, qui sera constamment
mis & jour (généralement une RAM), on gardera les N derniéres valeurs du signal
d’entrée z[n] (figure 8.11).

Comme exemple illustratif, imaginons que I'on souhaite réaliser un équivalent nu-
mérique d’un filtre passe-bas analogique dont la réponse impulsionnelle A(t) et la
sortie y(t) sont décrites par :

h(t)==e Y™ pour t>0
T

dont I’équivalent numérique s’écrit :
yln] = T.h[k] x[n — ]
k=0

On notera que dans cette expression, la période d’échantillonnage T, multiplie la
réponse impulsionnelle h[k] dont les unités sont l'inverse du temps. De maniére a
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- N-1
n yinl = ¥ x[n-k] hik]
k=0
x(t) A x[n]
—| FAR -~
N
- A 0 0 -
x 1 h[0] =
7 1 h[1] ey
= T h[2]
1 hi3]
:
,
:
:
> 0
0
0
0
0
0
0
vx 0 N-1| [N-1 h[R-1] Y=
RAM EPROM
— 1 xn[k]| |hn[k]!
alatiniie ik Sl
T N-1 n] | N t
S 3" xn[k] hn[K] vl Al o
k=0

\ s

F1G. 8.11.: Schéma technologique d’une convolution numérique
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normaliser la réponse impulsionnelle numérique par rapport a 7., on la définit comme
suit :
hin] = T. h(t = nT,) (8.26)

Ce qui dans notre cas particulier devient :
1 —nTe/T e —Te/T\"
hin) =T, = e "e/m = == (e71e/7)
T T

En posant :
R=¢ /7

la réponse impulsionnelle du filtre numérique passe-bas d’ordre 1 s’écrit donc :

T
hln] = — R"™ pour n>0 (8.27)

En limitant la longueur de la réponse impulsionnelle aux N premiéres valeurs et

admettant que le contenu de la RAM a été initialisé a zéro, la réponse & un signal
quelconque se calcule alors comme suit :

Une traduction algorithmique du produit de convolution pourrait étre la suivante :

{initialisation des variables}

tau = le-3

Te = 1le-4

R = exp(-Te/tau)
N = 100

{initialisation des tableaux}
for k =0 :N-1

xn(k) = 0

hn(k) = (Te/tau)*R"k
end
{calcul et envoi du signal de sortie yn}
repeat

AnalogInput (x0)
{initialisation et calcul de la somme}
yn = x0*hn(0) ;
for k = 1 :N-1
do yn = yn + xn(k) * hn(k)
end
AnalogQutput (yn)
{mise & jour du tableau xn(k)}

326 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



8.3. Réponse impulsionnelle et produit de convolution

for k = N-1 :-1 :1
do xn(k) = xn(k-1)
end
xn(0) = x0
until stop

8.3.3. Une application : I'interpolation numeérique

Une application intéressante du produit de convolution consiste en 1’agrandissement
(zoom) d’une suite de valeurs par interpolation numérique. Parmi le grand nombre
d’interpolations possibles, on en présente trois : les interpolations constante, linéaire
et parabolique. La premiére maintient la valeur considérée, la deuxiéme relie deux
points successifs par un segment de droite et enfin la derniére relie ces deux points
par des arcs de parabole. Un interpolateur d’ordre N remplace chaque valeur d’une
suite x[n] (sauf la derniére) par N nouvelles valeurs.

Du point de vue de la convolution, une fonction d’interpolation est un opérateur que
'on décrit par sa réponse impulsionnelle h[n]. Son application a une suite z[n| de va-
leurs numériques remplace chacune de celles-ci par, respectivement, une constante,
deux segments de droite ou trois arcs de parabole (figure 8.12). Ces fonctions d’in-
terpolation de longueur 2 N doivent valoir 1 au centre et 0 aux extrémités. Elles
sont décrites respectivement par les expressions suivantes :

C(1si |n|<NJ2
hO[”]_{ 0 si Nj2<|n|<N (8.28)

N —
hy[n] = % pour |n| < N (8.29)

Z(n+N)? si —N<n<-N/2
ha[n] = 1—%n? si —N/2<n<+N/2 (8.30)
%(n—]\f)2 si +N/2<n<+N

La figure 8.13 illustre l'effet des interpolateurs d’ordre N = 15 appliqués a trois
impulsions d’amplitude 1, 4 et 2. On y voit trés bien que chaque impulsion est
remplacée par une fonction d’interpolation et que la somme de celles-ci conduit au
résultat global représenté par les points interpolés. Il est important de noter que pour
utiliser la convolution en tant qu’interpolateur, il faut au préalable insérer entre les
valeurs & interpoler un nombre de zéros égal & N — 1. Ainsi, avant d’effectuer le
produit de convolution pour obtenir la suite interpolée

y[n] = hin] @ zo[n] (8.31)
on doit remplacer la suite z[n| = {0, 1, 4, 2} par une nouvelle suite valant

zo[n] = {0,0,0,0,---,1,0,0,0,---, 4,0,0,0,- -, 2} (8.32)
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FiG. 8.12.: Réponses impulsionnelles de trois interpolateurs

Puis, afin d’éliminer les effets de bords, on enlévera du résultat de cette convolution
les N valeurs extrémes obtenues de part et d’autre de la suite originale zq[n].

La figure 8.14 montre les résultats des trois interpolations appliquées a une suite de
valeurs oscillantes amorties. On notera que le choix d’une fonction d’interpolation
n’est pas anodin car il peut conduire a une représentation erronée du signal analo-
gique enregistré. La figure 8.15 illustre le résultat de ces trois mémes interpolations
appliquées a une image agrandie d’un facteur huit.

8.4. Systémes décrits par des équations récursives

Dans la section précédente, nous avons analysé les systémes linéaires et temporelle-
ment invariants (LTI). Ces systémes étaient représentés par leur réponse impulsion-
nelle h[n] et l'obtention de la réponse y[n| & un signal d’entrée quelconque faisait
appel au produit de convolution. Dans le calcul de celui-ci n’intervient que le signal
d’entrée x[n] et h[n] (équation non récursive). Cette maniére de faire nécessite, pour
chaque instant n, le calcul complet de y[n] sans utiliser des résultats précédemment
calculés :

Dans les quelques exemples qui suivent, on montre qu’il est généralement assez facile
de trouver une équation utilisant des résultats obtenus préalablement. Le systéme
est alors décrit, de maniére équivalente, par une équation récursive.
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0 20 40 60 80 100 120

0 20 40 60 80 100 120

0 ] ] | ] ] |
0 20 40 60 80 100 120

FiG. 8.14.: Trois interpolations d’une méme suite de valeurs
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F1G. 8.15.: Agrandissement d’une image par interpolation constante, linéaire ou pa-
rabolique

330 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



8.4. Systémes décrits par des équations récursives

8.4.1. Quelques exemples

Accumulateur Un accumulateur causal est représenté par I’équation :

yln] = k] (8.33)

On voit immédiatement que ce résultat peut étre récrit sous la forme :

yln] = Y alk]

k=0
= i zlk] + x[n]
k=0
donc :
y[n] = y[n — 1] + z[n] (8.34)

Cette derniére équation n’est autre que la forme récursive de I’accumulateur.

Filtre passe-bas On a vu plus haut que la réponse d’un filtre passe-bas d’ordre 1
pouvait étre décrite par :

R* x[n — K] (8.35)

Ce résultat peut également s’écrire comme suit :

=

yln] = —eka[n—k]:%Zka[n—k‘]

T

{Rox[n] +R'zn— 1]+ R*z[n—2] + - }

S48 1M

= “zn] +R% {Rz[n — 1]+ R'z[n — 2|+ R*z[n — 3)] + -}

o)l

Ce qui donne finalement la forme récursive suivante :
T
y[n] = — xz[n] + Ry[n — 1] (8.36)

On voit ainsi que le calcul de la réponse y[n|, qui dans 'approche non récursive
demande pour chaque instant n le calcul de N multiplications et additions, peut
étre remplacé par une équation récursive ne demandant qu’une multiplication et
une addition.
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x[n] yin]_ xnl [ T,

+ T L

ymL

R

771 |- I

Accumulateur Filtre passe-bas (R < 1)

1/(n+1)

Moyenneur cumulatif

x[n] ﬂ@

— X

i

F1G. 8.16.: Schémas fonctionnels : (a) d'un accumulateur, (b) d’un filtre passe-bas,
(¢) d’un moyenneur cumulatif

Moyenne cumulée Considérons le calcul d’'une moyenne que ’on souhaite évaluer
a 'apparition de chaque nouvel échantillon :

o) = ——= > ali] (3.37)

En multipliant les 2 membres de 1’équation par n + 1, on obtient :

-1

(n+1)yln] => z[k] =zn] + > _ x[k]

3

Ce qui peut également s’écrire sous la forme :

yin) = — (ﬂﬂ+n%_a%0

n-+1 —

pour donner finalement

1
Cn+1

yln] (z[n] +nyln —1]) (8.38)

Les schémas fonctionnels correspondant a chacun de ces 3 systémes sont illustrés
par la figure 8.16.

Conclusion Ces quelques exemples ont montré que bien des opérations linéaires
peuvent étre ramenées a des équations récursives et qu’alors le nombre d’opérations
a effectuer est fortement réduit.
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8.5. Equation aux différences et fonction de
transfert

Nous venons de voir qu’un systéme peut étre décrit par une équation aux différences
d’ordre N de la forme :

y[n] + Z apyln — k] = Z b x[n — kJ (8.39)

1

On notera au passage que 'ordre M de la partie non-homogeéne de ’équation n’est
pas nécessairement égal a celui de la partie homogene. Dans le cas particulier des
systéemes d’ordre 2, on a donc

y[n] + a1 y[n — 1] + as y[n — 2] = by x[n] + by x[n — 1] + by x[n — 2] (8.40)

Définissant un opérateur de décalage arriére z—!, on peut formellement décrire cette
équation par

Y(2)+a1 27 'Y (2)+a22Y(2) = by X(2) + by 27 X(2) + by 272 X(2)
En mettant en évidence Y(z) et X (2), il vient :

Y(z) (1+az " +as27%) =X(2) (bo+br 27" +by27?)

Comme le rapport des grandeurs de sortie Y (z) et d’entrée X (z) définit la fonction
de transfert H(z), on obtient :

Y(Z) - b() -+ b1 271 —+ bg 272

H(z) = X(z) 14az'+ayz2 (8.41)
Dans le cas d’une description non récursive
y[n] = boxn| + by x[n — 1] + by x[n — 2] (8.42)
on obtient
H(z) = )};(é)) =bg+ bzt +byz? (8.43)

8.6. Exercices

SNB 1 Esquissez les signaux suivants

x1[n] = —€[n — 2] x4[n] = 0.9 €[n|
xo[n] = +e[n + 1] + d[n] x5[n] = sin(mn/6)
x3[n] = 2€[n + 2| — €[3 — n| xg[n] = sin(mn/8) e[n]
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SNB 2 Esquissez le signal z[n] = {..., 0, 0, -1, 0, 1, 2, 3, 0, 0, 0,...} puis faites de
méme avec les signaux suivants

pln] = zln — 2] yaln] = x[n] - o[n]
ya[n] = (3 — n] ysn] = x[n +1] - d[n]
ys[n] = x[n + 1] - €[n] yln] = x[3 —n] - dln — 2]

SNB 3 Trouvez les expressions mathématiques décrivant les signaux de la figure

SNB 3.
x,[n] X,[n]
2 [ON0) (‘) [ONONO] 3
15 2
1
¢ (N N A
0
05 o l
0 -2
-5 0 5 10 -5 0 5 10
x,ln] X,
1 ©1,0.9,0.81,0.73, 0.656, . 1 ©1,0.9,0.81,0.73, 0.656, ...
0.8 0.8
0.6 0.6 ]
0.4 0.4 ]
T _____ WT _____ |
0 0
02T 0 5 10 027 0 5 10

Fia. 8.17.: Ex. SNB 3

SNB 4 Considérant les fonctions oscillantes ci-dessous, donnez pour chacune d’entre-
elles la pulsation normalisée )y, la période numérique N et le nombre de périodes
analogiques par période numérique.

x1[n] = cos(nm/20) zy4ln] = exp(jnm/4d—1/2)
xa[n] = cos(n 3m/8) z5[n] = 3 sin(bn + 7/6)
x3ln] = cos(n 137/8 — w/3) zg[n] = cos(n 37 /10) — sin(n7/10) + 3 cos(nn/5)

SNC 1 On considére un systéme temporellement invariant auquel on applique suc-
cessivement les signaux d’entrée z4[n|, xo[n] (figure SNC 1). A ces signaux distincts
correspondent les suites y;[n], ya[n].
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1. Quelle est la réponse impulsionnelle du systéme ?
2. Déterminez si le systéme est linéaire ou non.

3. Donnez son équation aux différences et dessinez son schéma fonctionnel.

x,[n] y, ]
2 ® 4 0}
1.5 3
1 2
0.5 1
0 ‘ 0
-5 0 5 10 -5 0 5 10
x,In] y, ]
2 ¢ 4 [oXo}
1.5 3
1 2
0.5 1
-5 0 5 10 -5 0 5 10

Fia. 8.18.: Ex. SNC 1

SNC 2 On considére un systéme LTI causal décrit par sa réponse impulsionnelle
h[n]:{47372717070a07"‘} n20

et les signaux d’entrée suivants

x1[n] = d[n — 1] x3[n] = €[n] — €[n — 5]
xo[n] = +25[n] — d[n — 1] x4]n] = €[n + 5]

Esquissez ces signaux xy[n] et les réponses respectives yy[n] aprés les avoir calculées
avec le produit de convolution.

SNC 3 Etant donné la réponse impulsionnelle causale
hln >0]=4{0,1,1,1,1,-2,—-2,0,0,-- -}

d’un systéeme LTI, dessinez cette réponse puis calculez et esquissez sa réponse a
z[n] = €[n]. De quel filtre s’agit-il ?
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SNC 4 Utilisez le produit de convolution pour calculer la réponse indicielle d’'un
systéme causal et LTI décrit par sa réponse impulsionnelle h[n] = 0.8" ¢[n].

n considére un dme décri r I’équation aux différen uivan
SNC 5 On considére systéme décrit par I’équation aux différences suivantes

yln) =2aln — 1]+ Syl 1] = cyln—2)

Dessinez son schéma fonctionnel et calculez sa réponse impulsionnelle sachant que
les CI sont nulles.

SNC 6 Trouvez la réponse impulsionnelle h[n] d’un systéme causal LTI qui a
répondu avec le signal y[n] au signal appliqué x[n] (figure SNC 6).

x[n] yln]
3 o) 2
2.5 1
2 T

0

15
-1

1
0.5 -2
0 -3

-5 0 5 10 -5 0 5 10

Fia. 8.19.: Ex. SNC 6

Remarque : Ce calcul, qui porte le nom d’opération de déconvolution, se fait de
maniére récursive directement a partir de la définition du produit de convolution.

SNC 7 On souhaite appliquer une interpolation en cosinus d’ordre 4 a la séquence
numérique z[n] = {1, 6, 3}. Pour ce faire,

1. calculez littéralement la réponse impulsionnelle h[n] en cosinus telle que h[0] =
1 et h[£N] =0;
2. calculez les valeurs numériques de h[n];

3. créez la suite xg[n] et calculez la suite interpolée y[n].

1
h[n}:i <1+cos<7r%>) avec — N <n<+N

hln] | 0 [0.1465] 0.5 [0.8535 | 1 [0.8535| 0.5 [0.1465| 0
zoln] || 1 0 0 0 6 0 0 0

hafn] [ 1 ]0.8535 | 0.5 |0.1465 | 0

heln] || 0 |08787 | 3 [51213] 6 [51213| 3 |0.8787[ 0
hs|n] 0 [04394] 1.5 [2.5606 ] 3
L yln] || 1 [1.7322] 35 |52678 | 6 [5.5607 ] 45 [3.4393] 3 |
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0. Réponses des systemes
numériques

Nous avonsvu dans le chapitre précédent qu'un systéme numérique peut étre décrit
par une équation aux différences. De maniére générale, c’est celle-ci qui est implantée
dans un processeur afin de réaliser en temps réel la fonction souhaitée. Afin que les
calculs se fassent dans un temps trés court, on utilise de préférence un processeur
spécialisé pour le traitement de signaux (Digital Signal Processor = DSP) qui, en
un cycle d’horloge (tqocx =~ 10ns) va chercher deux variables, effectue leur produit
et ajoute le résultat dans un registre.

Cependant, avant d’implanter dans un DSP un systéme ou un filtre numérique sous
la forme d’un algorithme, il est nécessaire d’analyser et comprendre le comportement
de celui-ci. Pour ce faire, on doit pouvoir au préalable :

— décrire le systéme considéré par sa réponse impulsionnelle ou par une équation
aux différences ;

— représenter ce systéme avec une fonction de transfert ;

— prévoir la stabilité du systéme numérique ;

— calculer les réponses temporelle et fréquentielle du systéme.

9.1. Réponse temporelle des systémes linéaires

9.1.1. Résolution d’'une équation récursive

A titre introductif, considérons I’équation linéaire suivante :
y[n] —0.9y[n — 1] + 0.2y[n — 2] = z[n] = 0.8"

dont on recherchera la solution pour n > 0 en tenant compte des deux conditions
initiales : y[—1] = 0, y[0] = 0.
La démarche & suivre pour résoudre cette équation aux différences est la méme
que celle utilisée pour résoudre les équations différentielles a coefficients constants.
C’est-a-dire qu’il faut :

1. rechercher la solution générale y[n] de I’équation homogéne ;

2. rechercher une solution particuliére y,[n] de 'équation non-homogéne ;
3. en déduire la solution générale y[n] = yn[n] + y,[n];
4

. calculer les coefficients indéterminés en tenant compte des conditions initiales.
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9. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

9.1.2. Solution de I'équation homogeéne

On sait que la solution générale d’'une équation différentielle a coefficients constants
est une somme d’exponentielles de la forme €. Il en va de méme pour une équation
aux différences a coefficients constants ; mais dans ce cas, ’exponentielle numeérique
sera de la forme A\". On recherchera donc une solution générale de ’équation homo-
géne en posant :

ypln] = C' A"
oll A est une constante, complexe ou non, et C' une constante réelle.

En portant cette solution dans I’équation homogéne, on obtient :
CX"—09CAN" " 4+02CA\" =0

En mettant en évidence le terme commun C \"~2, on obtient une équation quadra-
tique en A qui est I’équation caractéristique de 1’équation aux différences :

AN —09X+02=0

dont les racines sont :

A =+04 Ao = +0.5

La solution générale de I’équation homogéne s’écrit alors :

ypln] = CL AT+ CoA\]
= 104"+ C50.5™

9.1.3. Solution particuliére

La solution particuliére de I’équation aux différences est du méme type que la fonc-
tion du second membre de ’équation ; dans notre cas, on posera :

ypln] = C3 Ay avec A3 =0.8
En portant cette solution dans 1’équation aux différences, il vient :
Cs A% (1—0.92"+0.2)37%) = A}
Aprés simplification par A", on en tire le coefficient Cj :

1 16

Cr — —
7 1-09-081+02-082 3
La solution particuliére vaut donc :

16 =,
yp[n] = 3 0.8
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9.1. Réponse temporelle des systémes linéaires

9.1.4. Solution générale

La solution générale
yln] = yaln] + yp[n]

de I'équation aux différences compléte s’écrit donc :

16

Les coefficients C; et Cy se calculent en tenant compte des conditions initiales.
Celles-ci nous permettent d’écrire deux équations algébriques :

y[=1] = 0
-1 1, 160
— .04 4+ CL05 4+ =08

3
20
= 25C;+20C; + E

ylo] = 0
0 0 16 0
16

= Cl—i-Cz—F?

dont les solutions sont : 04 10
O, — 1% C, = 2
1=t 2 3

La solution générale de I'équation aux différences pour n > 0 est donc :

1
yln] = 5 (+24-04" —40-0.5" + 16 0.8")

9.1.5. Généralisation
On peut généraliser ce que nous venons de voir en considérant I’équation d’ordre N :
yln|+aryn—14---+any[n—N] =box[n]+by x[n—1]+-- -+ by z[n—M] (9.1)

dont on cherchera la solution en tenant compte des N conditions initiales.

Solution de I'équation homogeéne

La solution d’une équation aux différences linéaire et a coefficients constants est du
type :

ynln] = C A" (9.2)
En portant cette solution dans I'équation aux différences, on obtient une équation

caractéristique dont les racines déterminent la forme de la solution générale. Celle-ci
dépend des trois cas suivants.
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9. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

Racines réelles et distinctes

Chaque terme A} avec ¢ = 1,2,---, M est une solution de I'équation aux différences
homogene. La solution générale est une combinaison linéaire de tous ces termes :

yuln] = CoLXT + Cy N + -+ Cayg N (9.3)

Les coefficients C; sont des constantes fixées par les conditions initiales.

Racines complexes conjuguées

Soit A1 2 = a £ jb, deux racines complexes de I’équation caractéristique. Alors, la
solution y,[n] est une combinaison linéaire de chaque racine élevée a la puissance n :

ynln] = Cy (a + jb)" + Cs (a — jb)"
On peut également écrire les racines sous forme polaire :
a+ jb= Ret%
avec :

b
R =+Va?+b? Q) = atan (a)

On a donc
(a£jb)" = (Re™?)" = R" (cos(nf2) £ j sin(nf))

Comme les coefficients de I’équation aux différences sont réels, la solution I'est éga-
lement. Cela signifie que les termes imaginaires se simplifieront et que I'on obtiendra
finalement :

ynln] = A; R" cos(nQ)) + Ay R" sin(nf2)
—A
= /A2 + A2 R" cos (nQ+atan( A12)>

Le résultat général est alors le suivant :

yn[n] = AR" cos (nQ) + «) (9.4)

Les conditions initiales permettront de calculer les valeurs de A; et A, ou celles de
A et a.

Racines multiples

Si la racine est de multiplicité m telle que Ay = Ay = --- = \,,, on pose :

yh[n] = (Cl + Cz’fl + 4 Cm ’I’Lmil) )\711 (95)

Ici également, les coefficients C; a (), seront fixés par les conditions initiales.
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9.2. Stabilité des systémes numériques

Solution particuliére

La solution particuliére y,[n| a la méme forme que le second membre de I’équation
aux différences z[n]. Comme exemple, on rappelle les cas particuliers suivants :

znj=A = y,n]=C
zln| = AN = yy[n]=C\"
z[n] = A cos(nQ+a) = yy[n] = C cos(nfd+ )

9.2. Stabilité des systémes numériques

Nous venons de voir que la dynamique de la réponse d’un systéme dépend directe-
ment des racines de son équation caractéristique. Comme la réponse du systéme est
décrite par des exponentielles \", il suffit que le module de la racine A soit inférieur
a I'unité pour que cette réponse tende vers zéro au fur et a mesure que n augmente.

Comme on le verra plus loin, les racines de ’équation caractéristique ne sont autres
que les poles de la fonction de transfert représentant le systéme. On parlera donc
indifféremment de poles du systéme ou de racines de ’équation caractéristique.

Conclusion Un systéme numérique est stable si toutes les racines de son équation
caractéristique sont a l'intérieur du cercle de rayon unité (figure 9.1), alors qu’un
systéme analogique n’est stable que si ses poles sont a partie réelle négative.

9.3. Instants caractéristiques

On connait 'importance des paramétres dynamiques d’un systéme pour évaluer son
comportement temporel. Dans le cas des systémes analogiques, on sait que, si les
poles p; 2 sont complexes conjugués a partie réelle négative, la solution homogéne
yn(t) est une fonction sinusoidale amortie telle que :

yn(t) = C exp (—E) Ccos (27T L + a>
T T

avec 7 et T représentant la constante de temps et la période d’oscillation de I’évolu-
tion temporelle du signal. On montre aisément que ces deux temps caractéristiques
valent respectivement :

1

27 2
Re {pl,Q}

T = = -
w [Im {p172}|

-

Dans le cas des systémes numériques, il est également intéressant d’évaluer des
instants caractéristiques K, et K, correspondant a la constante de temps 7 et a la
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%
\

;’Immerm

F1G. 9.1.: Poles et réponses impulsionnelles d’un systéme numérique
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9.4. Transformation en z

période d’oscillation T'. Il est important de noter ici que K, et K, sont des valeurs
sans unité, multiples de la période d’échantillonnage 7, du signal considéré.

Ces instants caractéristiques sont définis de la méme maniére que les paramétres
continus 7 et T :

1. L’instant K, est celui pour lequel 'amplitude R™ a diminué ou augmenté d’une
valeur égale & e. On a donc R¥e = e*!. En prenant le logarithme naturel de
cette égalité, on obtient :

11
() [In(R)|

K, =+ (9.6)

2. La période K, d’une oscillation est telle que K, = 2. On en tire donc :

K, =T

P70 (9.7)

Comme la durée du régime transitoire est égale a environ cinqg fois la constante de
temps, on a :

5
K, ~bK, = 9.8
t In(7)] 09
et le nombre d’oscillations visibles pendant cette durée vaudra :
K, 50 Q
Nyse = == (9.9)

K, 2r m(R)] "~ (&)

9.4. Transformation en z

La transformation en z fait pour les systémes numériques ce que la transformation de
Laplace fait pour les systémes continus. En particulier, elle permet la représentation
des systémes numériques linéaires a 1’aide d’une fonction de transfert H(z) dont les
poles sont les racines de I’équation caractéristique.

9.4.1. Définition

La transformation en z s’applique & une suite de nombres z[n| au travers de la
définition suivante :

X(z) = Z{z[n]} =) aln] 2" (9.10)

On peut montrer que cette définition découle de la transformation de Laplace d’un
signal analogique z(t) :

X(s) = /t et

=0
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En effet, considérant que x[n] est la représentation échantillonnée de z(t), on peut
remplacer 'intégrale par une somme. Il vient alors :

400 +oo
X(s) =~ Z e(nT,)e " T, =T, Z z(nT.) (e7) ™"
n=0 n=0
En définissant la variable z par
z = et (9.11)
et en attribuant a la période d’échantillonnage 7T, la valeur unitaire, on obtient :
+oo
X(z2) = Z x[n] 27"
n=0

Ce résultat sert de définition a la transformation en z. On notera que la définition de
la variable z correspond & celle de 'opérateur de décalage avant égal a une période
d’échantillonnage 7.

9.4.2. Calcul de quelques transformées

Impulsion unité Elle est définie par :

1 si n=0
dln] =
0 si n#0

En appliquant la définition de la transformation en z, on obtient :

0

D(z)=Z{0[n)} =) 12" =1 (9.12)

n=0

Saut unité Il est défini par :

1 si n>0
e[n] =
0 si n<0

En appliquant la définition de la transformation en z, on obtient :
+oo
E(z)=Z{cn]} =) ="
n=0

Cette somme est celle d'une suite géométrique (z7')" qui est finie si [27'| < 1. Dans
ce cas, la somme de la suite géométrique vaut :
1 z

== -7 7 271 <1 (9.13)

E(z)
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9.4. Transformation en z

Exponentielle Celle-ci est définie par

Alors :
Y(2) =Z{a"€n]|} = Za” 27" = Z (az7h)"

Cette équation représente la somme d’une suite géométrique de raison (az™1) qui
est finie si |« 27! < 1. Dans ce cas, la somme de la suite géométrique vaut :

1 z

Y(2)= o . si Jaz <1 (9.14)
| z[n] n>0| X(2) | z(t) t>0 | X(s) |
§[n] 1 o(t) 1
e[n] po— €(t) %
n (z—1)2 t e
am p exp(—at) Sia
cos(n Qo) % cos(wot) Sijg
sin(n €) #?Oﬁjm sin(wot) 52(10%2)
a" cos(n ) | AR | exp(—at) cos(wot) |
" sin(n ) | z—, Scigs%oozwoﬁ exp(—at) sin(wot) (s+au))g+w3

TAB. 9.1.: Quelques transformées en z et de Laplace

9.4.3. Quelques propriétés de la transformation en z

La transformation en z posséde des propriétés similaires a celles de la transformation
de Laplace. Seules quelques unes sont rappelées ci-aprés sans démonstration.

1. linéarité :

Z{az[n]+by[n]} =aX(z) +bY(2) (9.15)

2. décalage temporel :
Z{xzn+d} =27 X(2) (9.16)

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 345
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3. amortissement :

Z{a"z[n]} = X (2) (9.17)

4. valeur initiale :

(9.18)

5. valeur finale (si le systéme est stable) :

z[oo] = (2 = 1) X(2)|.—, (9.19)

9.4.4. Equation aux différences et fonction de transfert

Nous avons vu qu’un systéme pouvait étre décrit par une équation aux différences
d’ordre N :

ylnl + > aryln — k] = bxln — k| (9.20)

On notera au passage que l'ordre M de la partie non-homogéne de 1’équation n’est
pas nécessairement égal a celui de la partie homogéne. Son schéma fonctionnel est
représenté a la figure 9.2.

x[n] x[n-1l

; x[n-2] x[n-M]
- -

- — Z-1

bo b4 bo bm
\ \

y[n]

M N
y[nl = > bi x[n-k] - D ak y[n-k]
k=0 k=1

A 1 f
- an -ap -aq

7zl fe——-

yIn-N] Vin2]

(b)

z-1

Vin-1] “yn]

F1G. 9.2.: Schéma fonctionnel d’une équation aux différences
Dans le cas particulier des systémes d’ordre 2, on a donc

yln| + a1 y[n — 1] + ag y[n — 2] = by z[n| + by z[n — 1] + by x[n — 2] (9.21)

Utilisant la propriété de linéarité, la transformation en z de I’équation aux différences
se calcule aisément et donne :

Y(2)+a1 2z 'Y (2)+ayz2Y(2) =byg X(2) + by 27 X (2) + by 272 X(2)
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9.5. Réponse fréquentielle des systémes LTI

En mettant en évidence Y(z) et X (z2), il vient :

Y(2) (1+arz " +as27%) =X(2) (bo+bi 27" +by27?)

Comme le rapport des grandeurs de sortie Y'(z) et d’entrée X (z) définit la fonction
de transfert H(z), on obtient :

Y(z) bo+bizt4byz?

H = =
(2) X(z) l1+arz7'+agz?

(9.22)

En multipliant numérateur et dénominateur par z2, cette fonction de transfert peut
encore s’écrire sous la forme équivalente :

H() b022+blz—|—b2
ya =
224+ a; 2+ as

(9.23)

On remarque alors que le dénominateur de H(z) n’est autre que 1’équation caracté-
ristique de I'équation aux différences représentant le systéme :

Mtadta=0 (9.24)

La recherche des poles de H(z) est donc équivalente a la recherche des racines
de l'équation caractéristique. On notera que la forme de H(z) en 27! est dite de
réalisation (équ. 9.22) alors que celle en z est dite analytique (équ. 9.23) .

9.5. Réponse fréquentielle des systémes LTI

9.5.1. Fonction de transfert et réponse fréquentielle

On a vu plus haut que la variable z correspond a l'opérateur d’avance

Teavec s =0+ jw (9.25)

z=e
Comme dans le cas d’une réponse fréquentielle on travaille en régime sinusoidal
permanent, la variable de Laplace vaut simplement s = jw et la variable z devient
alors

z = =% avec Q=wI, =2nf/f. (9.26)

La variable Q = 27 f/f. est la pulsation normalisée définie entre +m et —m; elle
représente les fréquences comprises entre +f./2 et —f./2. On voit donc que pour
calculer une réponse fréquentielle, il suffit de remplacer la variable z par la valeur
se situant sur le cercle de rayon unité et d’argument Q = 27 f/ fe.

Ainsi, de la fonction de transfert

H() b022+blz+b2
Z) =
224+ a1 2+ as

(9.27)
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on tire la réponse fréquentielle

H(,Q>_bge+j29+b16+jg+b2
)= etI2 4 q, eI 4 ay

(9.28)

Dans le cas ot la fonction de transfert est décrite avec 'opérateur de retard z~!

B bo+blz_1+bgz_2
B 1+a1z*1—|—agz*2

H(z) (9.29)

on a bien évidemment

. bo + by Al + by e~ 124

H(;0) = 1+ a; e 72 + ag e=729

(9.30)

Les réponses fréquentielles pour f =0, f = f./4 et f = f./2 se calculent aisément
car on a
f=0 & Q=0 <& z=+1

e om o
f= 1 & 0= 5 & z=4]
e _ _
f= 5 S Q=71 & z=-1
Ce qui donne pour une cellule biquadratique
, bo + b1 + by
H =H =—= 9.31
(]f)|f=o (Z)|z:+l 1+ a1 + ag ( )
‘ b — by + j by
H = H == J 9.32
(jf)|f:f6/4 (z)|z:] 1 — as +ja1 ( )
. bo — by + by
H(Gf)y—ppo = H(Z)| ooy = Fp— (9.33)

9.5.2. Poles, zéros et réponse fréquentielle

Toute fonction de transfert peut étre décrite a I'aide des poles et zéros qui sont les
racines des dénominateur et numérateur :
b bz by (z—21) (2 — 29)

H(z) = P a st :A(Z—pl)(Z—pg) (9.34)

Comme la variable z parcourt le cercle unité de 0 & +7 quand la fréquence varie de
0 a +f./2 (figure 9.3), on voit que la réponse fréquentielle s’affaiblit si la fréquence
est proche des zéros car (z — z;) s’amenuise et qu’elle passe par un maximum lorsque
la fréquence se situe aux environs des poles car (z — pi) diminue.

La configuration poles-zéros d’un filtre passe-bande ainsi que sa réponse fréquentielle
sont représentées a la figure 9.3. Une bonne interprétation de la signification des poles
et zéros permet ainsi d’évaluer facilement une réponse fréquentielle.
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— 7 ~
Im . ~ / H(f) x
+o/4 / / |
/ I
fo !
p1x , :
I
z, | +fe/2 f=0 Re / : f
/ fo/2 z, \\\ J 0 \) o fo/2
~ ____//
\ Pax - 7 _ -
\ —
~ T4 - -
~— - - __ — p—

F1G. 9.3.: Poles, zéros et réponse fréquentielle d'un filtre passe-bande

Evaluation d’une réponse fréquentielle

Considérons comme exemple un filtre passe-bande décrit par une fonction de trans-
fert d’ordre 2

z2—2)(z—z

(z = p1) (2 = p2)

et caractérisé par les points suivants.

1. Il ne doit pas laisser passer la fréquence nulle qui se situe en z = +1 dans le
plan complexe; on doit donc avoir un zéro en cet endroit, d’ou

21 = +1
2. Tl doit bloquer les signaux de fréquence f./2 qui se situe en z = —1; on a donc
Z9 = —1

3. Il doit laisser passer la fréquence centrale fy qui correspond a deux poles situés
en

pro = ReI% (9.35)

avec la pulsation normalisée 0y = 27 % et R < 1 pour que le filtre soit stable.

La fonction de transfert sera donc décrite par

z—1)(z+1
Hz) = A(z — Bgeﬂﬂ@i Ez i_ R)ejﬂo)
_ 4 22 -1

22 — 2R cos Qg z + R?
ou, de maniére équivalente, par

1—272

H(z)=A
(2) 1—2R cosQyz~t + R2 272

(9.36)

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 349



9. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

La réponse fréquentielle vaut donc

1 — e 722
1 —2R cosQye 2 + RZ 329

H(jQ) = A (9.37)

Dans le cas particulier ot f = fy, on peut montrer que le dénominateur vaut
D(jQ%) = (1 — R) (1 — Re™/*¥) (9.38)

donc

A 1 — e 7%
(1—R) 1— Re 7%

A 1 — cos 20y + 7 sin 2§
(1—R) 1 — Rcos2Qy+ jRsin 20,

Comme application numérique, considérons la situation lorsque
fo=[f/8 & Qo =m/4, R =0.9, A=1-R=0.1
Pour un filtre passe-bande, on a bien évidemment
H(f=0)=0,  H(f=/f/2)=0
De plus, sachant que cos(2()g) = cos(w/2) = 0 et sin(2Q)y) = sin(n/2) = 1, on
obtient

A 145 14

H(jfo) = (1—=R) 1+jR  1+,0.9

=1.05 £+ 0.053 [rad|

9.5.3. TFD et réponse fréquentielle

On a vu dans le chapitre consacré a la TFD que les transformations de Fourier
directe et inverse d’une suite de valeurs numériques sont définies par :

o)

X(jQ) = > a[n] exp(—jnQ) (9.39)
2] = % _HX(jQ) exp(+jnQ) O (9.40)

A partir de 14, il est possible de calculer la réponse fréquentielle H(;jQ) en transfor-
mant de Fourier soit la réponse impulsionnelle h[n], soit I'’équation aux différences.
Comme illustration, appliquons ces deux approches a un systéme d’ordre 1.
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Systéme décrit par une réponse impulsionnelle

En transformant de Fourier la réponse impulsionnelle h[n| d’un systéme numérique
d’ordre 1,

hln] = A R" ¢[n] 0<R<1
on obtient la réponse fréquentielle H(j€2) suivante

H(jQ2) = Z hln] e "

n=—0oo

= i AR" eI
n=0

= i A (R e_jﬂ)n
n=0

L’observation de ce résultat nous montre que ’on a affaire & une suite géométrique.
Se souvenant que la somme d’une suite géométrique infinie de raison r vaut :

- 1
"= — i <1 9.41
;r — s | (9.41)

on peut calculer aisément H(j<2) :

. 1 .

Systéme décrit par une équation aux différences

On a vu qu'un systéme numérique d’ordre 1 peut également étre décrit par une
équation récursive :

yln] = Azln] + Ry[n — 1]

Les propriétés de linéarité et de décalage de la transformation de Fourier permettent
d’écrire immédiatement

Y(5Q) = AX(Q) + Re 7Y (5Q)

En regroupant les termes communs, puis en effectuant leur rapport, on obtient la
fonction de transfert du systéme ou sa réponse fréquentielle :

Y(iQ) A

X(j) 1— Rei%

H(jQ) =

Comme on pouvait s’y attendre, les deux expressions de la réponse fréquentielle sont
identiques ; elles ne dépendent pas de la méthode de calcul utilisée.
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Relation avec la transformation en z

Les résultats que nous venons de calculer peuvent également s’obtenir directement
a partir des transformées en z des fonctions et signaux considérés en remplagant
I'opérateur d’avance z par son équivalent fréquentiel e/. Ainsi, dans le cas de la
réponse impulsionnelle

hin]=AR"¢[n] < H(z) :AZ—R

on obtient '
, /< 1

9.6. Calcul et tracage de quelques réponses
fréquentielles

Afin d’illustrer le calcul et le tracage de quelques réponses fréquentielles, considérons
quelques exemples de systémes numériques décrits soit par leur réponse impulsion-
nelle, soit par leur équation récursive.

9.6.1. Moyenneur non causal

Un moyenneur non causal d’ordre 5 est décrit par ’équation aux différences suivante :
1
y[n] = sl @ n—2]+xn—1]+z[n] +zn+ 1]+ zn+ 2] (9.43)

et sa réponse impulsionnelle est :
/5 si —2<n<2
hin| = (9.44)

0 sinon

Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre sont illustrées a la figure 9.4.

Utilisant la transformation en z, on calcule aisément la fonction de transfert de ce

filtre : )
H(z) = R (272427142 + 21+ 27

dont la réponse fréquentielle vaut

H(]Q) — 5 (e—]QQ + e—jQ + 6—]0 + e—i—jQ + e—i-JQQ)

H(jQ) = % 1 +2cos(€2) + 2 cos(292) (9.45)
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On constate que la réponse fréquentielle ainsi obtenue est réelle; ceci n’est pas
surprenant si on se souvient que la réponse impulsionnelle h[n| considérée est paire.
Le tracage de la réponse fréquentielle de ce moyenneur (figure 9.5) montre qu’il agit
comme un filtre passe-bas et qu’il annule méme la sortie pour certaines pulsations.

0.8

0.6

hin]

0.4

[T [T

0.8

0.6

T T

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Instants n

y[n]

F1G. 9.4.: Réponses impulsionnelle et indicielle d'un moyenneur non causal d’ordre 5

1T
g o5
I
0
I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3
1T
g o5
s
0
I I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3
4
2L
g
f 0
ok
) - I I I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Pulsation normalisée [rad]

F1G. 9.5.: Réponse fréquentielle d'un moyenneur non causal d’ordre 5
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9.6.2. Moyenneur causal

Un moyenneur causal d’ordre 5 est décrit par I’équation aux différences suivantes :
1
y[n] = o n] +x[n — 1]+ z[n — 2] + z[n — 3] + z[n — 4] (9.46)

et sa réponse impulsionnelle est :

1/5 s 0<n<4
hin] = (9.47)

0 sinon

Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre sont illustrées a la figure 9.4 et
on constate que, par rapport au moyenneur non causal, ces réponses temporelles
sont simplement retardées de deux échantillons.

Utilisant la transformation en z, on calcule aisément la fonction de transfert de ce
filtre :

1
H(z) = R (P+2z 422+ 2%+ 27

272

= ?(z2+z1+z°+z‘1+z—2)

dont la réponse fréquentielle vaut

. o—J20
H(j0) = “——

= (e+j2Q + e 4147 4 e‘jm)

—j2Q

H(jQ) = 1 +2cos(€) + 2cos(29) (9.48)

On constate ainsi que, & un phaseur prés, la réponse fréquentielle obtenue est la
méme que précédemment ; ce qui n’est pas surprenant puisque le moyenneur causal
n’est qu'une version translatée du moyenneur non causal. Les modules des deux
réponses fréquentielles sont donc les mémes ; seules les phases différent (figure 9.7).
On notera que la phase ainsi obtenue est linéaire par rapport a la fréquence ; ce qui
n’est autre que l'effet de la translation temporelle.

9.6.3. Filtre passe-bas d’ordre 1

On a vu plus haut qu’'un filtre passe-bas numérique d’ordre 1 était décrite par sa
réponse impulsionnelle

hin] = AR"¢[n] R<1
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1r 4
0.8F b
_ 0.6f B
(=
=
0.4 b
0.27 T T T T |
0
1 1 1 1 1 1
-2 0 2 4 6 8 10
1F B
0.8 b
_ 06 B
(=
=
0.4 R
0.2 h
0
1 1 1 1 1 1
-2 0 2 4 6 8 10
Instants n

F1G. 9.6.: Réponses impulsionnelle et indicielle d’'un moyenneur causal d’ordre 5
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0.6 q

[HGD)!

0.4 b
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IH(Q)
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2k N

Pulsation normalisée [rad]

FiG. 9.7.: Réponse fréquentielle d’un moyenneur causal d’ordre 5
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0.5r q

H(Q)

[HGQ)I

-4 1 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
Pulsation normalisée [rad]

0.8 B

0.6 B

[HGQ)

0.4 q

0.2

TH(Q)
o

-2+ N

-4 1 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
Pulsation normalisée [rad]

F1G. 9.8.: Correction des figures 7.5 et 7.7 : Réponses fréquentielles d'un moyenneur
non causal / causal d’ordre 5
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ou par sa fonction de transfert

A
Hz)=—F—
(2) 1—Rz71
On en a déduit que sa réponse fréquentielle vaut :
A
H(jQ) = ——— 9.49
(19) = ——— (9.49)
De maniére a avoir un gain unité pour 2 = 0, on choisit
A=1—-R (9.50)

0 ???@QQQOOQOQQHH

0 5 10 15 20

I T :

| | | |
0 5 10 15 20
Instants n

FiG. 9.9.: Réponses impulsionnelle et indicielle d'un filtre passe-bas d’ordre 1

Cette fonction a valeur complexe peut encore étre décrite par :

A

H(jQ) = 9.51
() 1 — R cos(2) + jR sin(Q) (9:51)
Ce qui permet de calculer le module et la phase de la réponse fréquentielle :
. A
|H(j)| = (9.52)
\/(1 — R cos(Q))* + (R sin(Q))?
, R sin(Q)

ZH(jQ) = — arct —_ .

(792) arc an(l—Rcos(Q)) (9.53)

Les réponses temporelles et fréquentielles sont présentées dans les figures 9.9 et 9.10.
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[HGQ)I

IH(Q)
o

-2 -

-4 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
Pulsation normalisée [rad]

F1G. 9.10.: Réponse fréquentielle d’un filtre passe-bas d’ordre 1

9.6.4. Filtre passe-bas d’ordre 2

Prenons, comme nouvel exemple, un filtre passe-bas numérique d’ordre deux avec
résonance décrit par sa réponse impulsionnelle

hin] = AR" sin (n ) €[n] R<1 (9.54)
Les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre sont représentées dans la fi-

gure 9.11.

La transformée en z de h[n] (voir tableau 9.1) donne la fonction de transfert

R sin )y z R sinQy 2zt
(2) 22 — 2R cos Qg z + R? 1—2R cosQyz=t + R% 22

dont on tire la réponses fréquentielle

R sin (Q) e

H(jQ)=A . , 9.55
() 1 —2R cos () e77? + R? ¢=720 (9:55)
qui pour {2 = 0 donne un gain
. R Sin (Qo)
H(jo)=A
(70) 1 —2R cos () + R?
De maniére a avoir un gain unité pour €2 = 0, on choisit
1—-2R Q R?
A= cos () + (9.56)

R sin (Qo)
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0.5 i
=
i T T T f
0 @ Y @© ¢ :
05 ! ! ! ! !
0 5 10 15 20
1.5 T
© ©
o Q
1r i
=
=
0.5 i
0 T
| | | |
0 5 10 15 20
Instants n

F1G. 9.11.: Réponses impulsionnelle et indicielle d’un filtre passe-bas d’ordre 2

15F

[HGQ)

0.5

F1G. 9.12.:

-2 -1 0 1 2 3
Pulsation normalisée [rad]

Réponse fréquentielle d’un filtre passe-bas d’ordre 2
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Il est également possible de retrouver cette réponse fréquentielle & partir de la donnée
des poles du filtre. Cette approche, trés simple, est laissée comme exercice.

9.7. Analyse et réalisation d’un filtre

Dans cette section, on souhaite illustrer les différentes étapes a parcourir pour ana-
lyser et réaliser un filtre numérique. Pour cela, considérons un filtre décrit par la
fonction de transfert suivante :

Z_l

1—-162z1+0.8122

H(z) =021

et étudions ses réponses temporelle et fréquentielle.

9.7.1. Calcul de la réponse temporelle du filtre

Nous avons vu que le comportement dynamique d’un filtre numérique est déterminé
par les instants caractéristiques K. et K, et que leurs valeurs se calcule & partir des
poles de la fonction de transfert H(z).

Poéles et réponse temporelle

En multipliant numérateur et dénominateur de H(z) par z2, on obtient la forme

canonique nécessaire pour ’analyse :

z

H =(0.21
(2) 22 —-1624+0.81

On calcule aisément les poles de cette fonction de transfert qui valent :

1
pra = 5(1.6jm/1.62—4-0.81)

0.8 + j0.412
0.9 e:l:j 0.476

Comme ces poles sont complexes et de module inférieur a 1, on en déduit que la
réponse transitoire, c’est-a-dire la solution homogeéne de ’équation aux différences,
comportera une oscillation amortie du type :

yn[n] = C R" cos(nQ) + «)

ce qui, en tenant compte des valeurs numériques, donne :

yn[n] = C'0.9" cos(0.476 1 + )
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9.7. Analyse et réalisation d’un filtre

Instants caractéristiques

La réponse étant oscillante, il faut rechercher la constante de temps K. et la période
d’oscillation K, :

K. = =95 K, = =13.2
In(0.9)] P0.476
On aura donc une durée du régime transitoire valant
K;, ~5K,=47.5 instants
et un nombre d’oscillations visibles d’environ
Kt’r . .
Nyse ¥ — ~ 3.6 oscillations
Kp
Réponses temporelles d'un filtre numérique
0.5 T T T T T T T T T
0.4 .
0.3F .
0.2 .
Z o1
ey ~ -
o> ?é J}OQ?T??QO@ééé@oOOOOOOOOOOOOOOOOOOOoooof
B a1 |
-02p | | | | | | | | | ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
2 T T T T T T T T T
15 Do o
< 1r 4
051 T T -
ol
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
nT

e

FiG. 9.13.: Réponses impulsionnelle et indicielle du filtre

Evaluation de la réponse indicielle

A un saut unité dont 'image est
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correspond la réponse indicielle suivante

z 0.21 z
z—122—-1624+0.81

Dans cette réponse, on retrouve naturellement les deux poles (p; 5 = 0.9 ¢%79476) dus
au filtre, plus un poéle (p3 = +1) di au saut unité appliqué a l'entrée. L’évolution
temporelle sera donc celle décrite précédemment, a laquelle on doit ajouter un terme

constant A correspondant au pole p3 :
y[n] = A+ C0.9" cos(0.476 n + «)

Ces informations peuvent étre complétées par les valeurs initiale et finale que ’'on
calcule en utilisant le théoréme des valeurs limites :
yl0] = Y(2)],_oc =0
0.21

La figure 9.13 illustre les réponses impulsionnelle et indicielle de ce filtre. On remar-
quera que toutes les valeurs calculées ci-dessus sont confirmées par ces graphes.

9.7.2. Calcul de la réponse fréquentielle

Partant de la fonction de transfert du filtre
0.21 271 0.21z

T 11621408122 22—-162+0381

on obtient 'expression de la réponse fréquentielle en remplacant la variable z par le
phaseur e*7*; il vient alors :

H(z)

0.21 ¢ 7% 0.21 et99

T 116672108122 22 _ 16t 4+ 0.81

H(j%)

Quelques valeurs particuliéres

On a vu plus haut que

H(jf)’f:fe/zl H(Z)’z:+j
H(jf)|f:fe/2 = H(z)[—,
Ce qui donne dans notre cas
0.21
HG0) = 55081 — T 140
. +70.21 .
H(jf./4) = : = —0.129 0.015 =0.130Z — 3.02
Ule/) = 081 =710 TJ
—0.21
H(jf.)2)=—————=-0.06=0.06£ —
Ul = i 081 ~ 000 = 0062
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Tracage de la réponse fréquentielle

Le calcul et le tracage de cette réponse fréquentielle se fait avantageusement avec
I’aide de Matlab. Dans ce cas, il faut décrire la fonction de transfert avec 'opérateur
d’avance z

0.21z2
22 —1.62z4+0.81
Le calcul et tragage se fait ensuite avec les commandes suivantes :

H(z) =

% donnees :
num = [0, 0.21, 0] ;
den = [1, -1.6, 0.81];
% reponse frequentielle
fe = 1; Npoints = 500;
[Hjf, ff] = freqz(num,den,Npoints,fe) ;
% tracage
figure ;
subplot(2,1,1) ;
plot(ff, 20*loglO(abs(Hjf))) ; grid on;
title(’Réponse fréquentielle d”’un filtre numérique’) ;
ylabel (’ [H(GE) ) ;
axis([0,0.5,-30,+10]) ;
subplot(2,1,2) ;
plot(ff,angle(Hjf)*180/pi) ; grid on;
ylabel (’/H(jE)?) ;
xlabel(’f / f_e’) ;

La figure 9.14 présente le module et la phase de la réponse fréquentielle du filtre.
On y retrouve bien les trois valeurs particuliéres

H(0) =140

H(jf./4) = 0.130£ — 3.02 = —17.7dBZ — 3.02
H(f./2) =006 —7m=-24dBZL — 7

9.7.3. Comment réaliser ce filtre?

Une fois le comportement du filtre analysé et vérifié, il reste a le réaliser. Pour
cela, on implantera ’équation aux différences correspondant au filtre désiré dans un
processeur numérique. Puis on devra bien entendu le relier au monde analogique a
l'aide des convertisseurs AN et NA et des filtres d’antirepliement (FAR) et de lissage
(FL) (figure 9.15).

L’équation aux différences du filtre est déduite directement de la fonction de transfert

Y(z) 0.21 271
X(z) 1-162z"1+0.8122

H(z) =
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Réponse fréquentielle d'un filtre numérique

10 T T T T T T T T T

-30 | | | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

50+ |

O H(jf)

-100 - —

-150 —

-200 | | | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

f/f

FiG. 9.14.: Réponse fréquentielle du filtre

En effet, les produits croisés de cette équation donnent :
Y(2) = 1.621Y(2) +081272Y(2) =0.21 27! X(2)
Ce qui, par transformation inverse, correspond a I’équation
y[n] — 1.6 yn — 1] +0.81y[n — 2] = 0.21z[n — 1]
Algorithmiquement, cette équation s’écrit plutot sous la forme suivante

yln] =0212[n — 1]+ 1.6 yn — 1] — 0.81y[n — 2]

C’est cette équation aux différences qui sera implantée dans le processeur et exécutée
a chaque nouvel instant d’échantillonnage 7.. Le code réalisant ce filtre pourrait
s’écrire comme suit :

% initalisation des constantes
b0 = 0.0; bl =+0.21; b2 = 0.0;
al = -1.6; a2 = +0.81;

% initalisation des variables

xnl = 0.0; xn2 = 0.0; % valeurs anciennes de x[n]
ynl = 0.0; yn2 = 0.0; % valeurs anciennes de y[n]

% operation de filtrage (xn0O, ynO : valeurs actuelles)
repeat
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F1G. 9.15.: Schéma bloc d’un filtre numérique
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xn0 = AnalogInput ;
yn0 = bO*xn0 + bl*xnl + b2*xn2 - al*ynl - a2*yn2;
AnalogOutput (yn0) ;

% mise a jour des 2 piles xn et yn
yn2 = ynl; ynl = yn0;
xn2 = xnl; xnl = xn0;

until stop;

9.8. Classification des systémes numériques

Au travers des sections précédentes, nous avons vu différentes formes de représen-
tation des systémes numériques : équations aux différences, schémas fonctionnels et
fonctions de transfert. Les divers exemples ont permis de montrer que la réponse
d’un systéme peut se calculer en prenant en compte le signal d’entrée seulement ou
les signaux d’entrée et de sortie simultanément.

De ces deux possibilités découle une classification des systémes qu’il est important
de connaitre. Ces deux classes de représentations des systémes linéaires sont souvent
désignées avec des acronymes anglo-saxons qui seront utilisés par la suite.

9.8.1. Systémes non récursifs (dits RIF, FIR ou MA)

La réponse y[n] d’'un systéme causal non récursif d’ordre N se calcule uniquement a
partir du signal d’entrée z[n|. Son équation aux différences est rappelée ci-dessous
et sa représentation fonctionnelle est donnée a la figure 9.16a.

N
y[n] = Zbkx[n—k] =box[n]+bix[n—1+byx[n—2]4 - -+byz[n—N| (9.57)
k=0
On peut remarquer que sa réponse impulsionnelle définie par les coeflicients by = h[k]
est de longueur finie N et que ce systéme effectue une pondération des valeurs
du signal d’entrée. Cette pondération peut étre interprétée comme une moyenne
glissante.

Ces systémes sont désignés avec acronyme RIF (Réponse Impulsionnelle Finie)
ou FIR (Finite Impulse Response) ou MA (Moving Average) et leur fonction de
transfert s’écrit

H(z) =by+bizt +byz 2+ F+byz (9.58)

De par leur structure, les systémes FIR sont toujours stables, mais ils demandent
passablement de temps de calcul car la longueur de la réponse impulsionnelle d’'un
tel systéme est généralement trés élevée (N > 100).

9.8.2. Systémes récursifs (dits RIl, IR ou ARMA)

La réponse y[n| d’'un systéme causal récursif d’ordre N se calcule a partir du signal
d’entrée x[n] et des valeurs précédentes de la sortie y[n — k]. Son équation aux
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différences est rappelée ci-dessous et sa représentation fonctionnelle est donnée a la
figure 9.16b.

yln] = bexln — k] = apyln — k] (9.59)

On peut remarquer que ces systémes ont une réponse impulsionnelle infiniment
longue et qu’ils effectuent une moyenne glissante pondérée du signal d’entrée et
que la sortie dépend des valeurs précédemment calculées. Ils sont donc désignés
avec acronyme RII (Réponse Impulsionnelle Infinie) ou IIR (Infinite Impulse Res-
ponse) ou ARMA (Auto Regressive and Moving Average). Leurs fonctions de trans-
fert s’écrivent

Cbo bz boz R4 by
14 azlHaz 24 +ayzN

H(z) (9.60)

Généralement, 'ordre d'un systéme IIR est peu élevé (N =1---10) et il est réalisé
en plagant en série des cellules biquadratiques (cellules IIR d’ordre 2). 11 est donc
trés efficace en temps de calcul mais, de par sa structure récursive, il peut devenir
instable.

9.8.3. Caractéristiques des filtres FIR et IIR

Les qualités (indiquées en gras) et les défauts des filtres FIR et IIR sont présentés
dans le tableau de la figure 9.16.
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X[n] X[n-1] X[n-2] X[n-M]
> 71 > 71 — - — 71
bo b4 bo bm
Y Y Y Y
M y[n]
y[n] = Y, bk x[n-K] —
K=0
(a)
x[n] X[n-1] X[n-2] X[n-M]
> -1 A -——— - — 1
bo bq bo bm
Y v v Y
M N y[n]
ynl = > bk xIn-K] - X ak yIn-K] -
K=0 K=1
) ] )
- an -ap - af
7zl f— - = z1 |- z1 |-
y[n-N] y[n-2] y[n-1] y[n]
(b)
Caractéristiques || Filtres FIR ou MA | Filtres IIR ou ARMA
sélectivité faible élevée
ordre éleveé faible
nombre d’opérations élevé faible
mémoire nécessaire élevée faible
temps de propagation
constant (phase linéaire) naturel impossible au sens strict
stabilité absolue limitée
nombre de bits nécessaires raisonnable élevé
précision des coefficients raisonnable élevée
cycles limites aucun présents mais éliminables
filtres adaptatifs possibles difficiles

F1G. 9.16.: Schémas fonctionnels et caractéristiques des filtres FIR et ITR
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9.9. Exercices
9.9. Exercices

SNT 1 Considérant les systémes numériques suivants

yiln] = z[n|+ xn —4] + zn — §]

yaln] = ) aln—H]

ysln] = n Zx[n—k]

yaln] = w[n] 4+ yaln — 1] = 0.5y4[n — 2] avec ys[-2] = yu[-1] =0

dessinez leur schéma fonctionnel ainsi que leurs réponses impulsionnelle et indicielle.

SNT 2 Considérant le schéma fonctionnel d’un filtre numérique (figure SNT 2),

1. Ecrivez son équation aux différences et sa réponse impulsionnelle.
2. Dessinez les réponses impulsionnelle et indicielle.

3. Ce filtre est-il récursif 7 Quelle est son action ?

X[n]

2 yin]

Fi1a. 9.17.: Ex. SNT 2

SNT 3 Ecrivez I’équation aux différences d’un moyenneur causal d’ordre 5 et des-
sinez sa réponse y[n| au signal xz[n] = €[n] — e[n — 10].

SNT 4 On souhaite réaliser I'équivalent numérique d’un filtre analogique passe-bas

d’ordre 1. Pour cela :

1. Considérez I'équation différentielle du filtre analogique

RC dfl—it) +y(t) = 2(t)

et remplacez la dérivée par une différentielle finie pour obtenir I'équation aux
différences du filtre numeérique.
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9. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

2. Utilisez vos résultats et calculez les coefficients du filtre numérique dont la
fréquence de coupure se situe aux environs de 1kHz alors que le signal d’entrée
est échantillonné a f. = 10 kHz. Dessinez son schéma fonctionnel.

3. Calculez les premiers points de sa réponse indicielle et comparez a celle du
filtre analogique.

4. Que valent en particulier y[0] et y[oo] 7 Comparez a y(0) et y(oo). Justifiez les
différences. Que se passe-t-il si on augmente la fréquence d’échantillonnage ?

SNT 5 On considére deux filtres numériques décrits par
yln| = z[n] + 1.2y[n — 1] — 0.4y[n — 2]

y[n] = z[n] — z[n — 1] + 1.2y[n — 1] — 0.4y[n — 2]

Que valent y[0] et y[oo] si z[n] = €[n]? Quelle est la fonction de chaque filtre ?

SNT 6 Considérant six systémes numériques linéaires décrits par leurs équations
aux différences :

1 y[n] = z[n] + 0.8 y[n — 1]

2 y[n] = z[n] — 0.8 y[n — 1]

3 y[n] = z[n] + 1.2y[n — 1]

4 y[n] = z[n] — 1.2y[n — 1]

5| y[n]=zxn]+1lyn—1] —08y[n — 2|
6 | y[n] =x[n] +1.2y[n —1] —0.32y[n — 2]

1. Calculez et dessinez leurs racines dans le plan complexe; ol se situent-elles
par rapport au cercle unité ?

2. Calculez les instants caractéristiques K., K, et N,s pour chaque cas.

3. Donnez 'expression générale de leur réponse transitoire et esquissez leur ré-
ponse indicielle.

SNT 7 Calculez la réponse indicielle d’'un systéme numérique décrit par
y[n] = z[n] + 1.6y[n —1] —0.75y[n — 2] avec y[0] =y[-1] =0

En particulier, que valent y[0], y[00], Kirans €t Nose 7

SNTZ 1 Calculez la transformée en 2z de la suite suivante

y[n] = {1078?67472707()’”'}) 712 0
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SNTZ 2 Considérant un filtre numérique décrit par
y[n] = z[n] + 1.7y[n — 1] — 0.72y[n — 2]

1. Calculez sa fonction de transfert H(z).
2. Calculez la durée du régime transitoire et le nombre d’oscillations visibles.

3. Admettant xz[n| = €[n], esquissez y[n| aprés avoir calculé y[0] et y[oo].

SNTZ 3 Répondez aux questions de I'exercice précédent pour

y[n] = z[n] +1.2y[n — 1] — 0.75y[n — 2]

SNTZ 4 Considérant la réponse indicielle d'un systéme décrit par

z—1
22 —-1624+0.81

H(z) =

calculez la durée du régime transitoire et le nombre d’oscillations visibles ainsi que
les valeurs y[0] et y[oo]. Esquissez y[n].

SNTZ 5 Quelle est la fonction de transfert H(z) d’un filtre dont la réponse im-
pulsionnelle est décrite par

hn] = exp (-@) sin (n 27 fo TL) ¢(n)

lorsque T, = 1msec, 7 = 10msec, fo = 100Hz?

Rép. :

0.53 z
22 —1.46 2+ 0.82

hin] = R" sin(nQy) = H(z)=

SNF 1 Considérant un moyenneur pondéré décrit par I'équation aux différences
suivante qui accorde plus d’'importance aux valeurs récentes

1
yln| = g (3z[n] + 2z[n — 1] + z[n — 2])
. Dessinez son schéma ainsi que ses réponses impulsionnelles et indicielle.
. Calculez sa réponse fréquentielle H(j€2).
. Que valent |H(jQ)| et ZH(jQ) si f =0, f./4, f./27

. Esquissez |H(jQ)| et LZH(j2) pour —7 < Q < .

=~ W N =

© 2008 freddy.mudry@gmail.com 371



9. REPONSES DES SYSTEMES NUMERIQUES

SNF 2 Un filtre passe-bas d’ordre 1 est décrit par
y[n] = z[n — 1]+ 0.9y[n — 1]

1. Dessinez son schéma fonctionnel.

2. Calculez sa réponse fréquentielle H(5€2).

3. Que valent |H(jQ)| et LH(§2) lorsque f =0, f./4, fo/27
4. Esquissez |H(jQ)| et LH(j) pour —m < Q < +.

SNF 3 Considérant un filtre d’ordre 2 décrit par
y[n] = R sin () x[n — 1] + 2R cos () y[n — 1] — R*y[n — 2]
avec R = 0.8 et Qy = /4.
1. Calculez sa réponse fréquentielle H(j€2).

2. Que valent |H(jQ)| et LH(jQ) si f=0, f./4, fo/27

3. Esquissez |H(j82)| et ZH(jQ) pour —m < Q < +7. Quel type de filtre est ainsi
réalisé ?

SNF 4 Un filtre numérique biquadratique est décrit par I’équation aux différences
suivante

y[n] = apz[n] + a1 xn — 1] + asz[n — 2] — by y[n — 1] — bay[n — 2]

. Dessinez son schéma fonctionnel.
. Calculez sa réponse fréquentielle H(j€2).
. Que valent |H(jQ)| et LZH(jQ) si f =0, fo/4, fe/27

. Quelles conditions faut-il satisfaire pour que le filtre soit :

O N

a) un filtre passe-bas de gain unité ?

b) un filtre passe-haut de gain unité 7

SNF 5 On applique un signal sinusoidal permanent x(t) = 5 sin(27 1kHzt) & un
filtre numérique décrit par y[n] = 0.1z[n| + 0.9 y[n — 1]. Sachant que f, = 10kHz,
que vaut le signal analogique y(¢) obtenu aprés conversion N-A ?

SNF 6 Considérant un moyenneur non causal centré d’ordre 5 :

1. Ecrivez son équation aux différences et dessinez son schéma fonctionnel.

2. Calculez sa réponse fréquentielle H(j$2) et écrivez-la a 'aide de fonctions en
cosinus seulement.

3. Que valent H(0) et H(m)? Y a-t-il des pulsations pour lesquelles H(j€2) s’an-
nule ?

372 © 2008 freddy.mudry@gmail.com



9.9. Exercices

SNF 7 Calculez puis esquissez les réponses indicielle y[n] et fréquentielle H (j€2)
d’un filtre décrit par sa réponse impulsionnelle

h[n] = A{10,8,6,4,2,0,0,---}, n>0, A=1

Que doit valoir A pour que le gain de ce filtre soit égal a 17

SNF 8 Considérant un filtre numérique décrit par
y[n] = z[n] + 1.7y[n — 1] — 0.72y[n — 2]

1. Calculez sa fonction de transfert H(z) et sa réponse fréquentielle H(5€2).
2. Recherchez les valeurs numériques de H(jQ) lorsque f =0, f./4, f./2.
3. Esquissez |H (j92)|.

SNF 9 Répétez 'exercice précédent pour un filtre numérique décrit par

yln] =z[n] —zn—1]+1.2y[n — 1] = 0.72y[n — 2]

SNF 10 Considérant le schéma fonctionnel du filtre numérique de 'exercice SNT
2 pour lequel la réponse impulsionnelle vaut

h{n] = {+27 +37 +57 _57 _37 _270707 v '}7 n = 07 172737 to

1. Calculez sa fonction de transfert H(z) et sa réponse fréquentielle H(j€2).
2. Ecrivez cette derniére avec un phaseur et une somme de sinus.

3. Ecrivez le module et la phase de H(jQ). Observez-alors que la phase est li-
néaire ; expliquez a posteriori pourquoi cette phasde doit étre linéaire.

4. Esquissez le module et la phase de H(j€2) aprés avoir calculé les valeurs par-
ticuliéres pour f =0, fo/4, fe/2, 3fe/4, fe-
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Quatrieme partie .

Formulaire Signaux et Systemes

375






10. Formulaire Sighaux et
systemes

10.1. Systémes analogiques

Produit de convolution pour des systémes causaux

y(t) = /Oth(e)x(t—e) o = /Otx(e) h(t —0)do

Transformation de Laplace

1 1
e(t — exp(—at
(t) < . p(—at) < P
cos(wt) < R sin(wt) <« R

z(t — 0) = s X(s)| z(t — 00) = s X(s)|

§—00 s—0
Formes canoniques de Bode et de Laplace
2
s 1 s s
TN T (—)
w1 QO Wn, Wn
54wy 5% 4 2¢wps + w? (= !
! " 2Qo
Stabilité et instants caractéristiques
stabilitt = Re(px) <0
1 2m ttrans ' Im (pk)
T="5 7 T T EAENE tranSEBTu Nosc: =~
Re (pe)]” " [Im(ps)]” " T, Re (pr)
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Réponse indicielle d’un systéme d’ordre 2

2
1 wy

5 8%+ 2(wys + w2

Y(s) = X(s)G(s) =

1
D(s) =0 = p1o=—Cuw,tjw,/1-C=——%jw, si(<1
T

1
sy >~ 3T et Copt = E

Systémes contre-réactionnés

Grr(s) = Gu(s) =

10.2. Signaux analogiques

Valeurs efficaces des signaux carrés, sinusoidaux et triangulaires d’ampli-
tude A

A A A
Xcare :A:_7 Xsine = = Xm'e = = aeCXC:O
7ff \/T 7ff \/5 t aff \/g v d

Signaux périodiques développés en séries de Fourier

too 1 [totT
o) = 3 X(jk)exp (+2nkfuf) avee X(jk) = /t (t) exp (—j2mk fot) dt

k=—00
z(t) = Ay + Z Ay, cos (2mk fot + ) avec A = 2 |X(jF)|
k=1 a = 4X(jk)

SIR centrée d'amplitude A, de période T et de largeur At

At sin (km foAt) Aﬁsinc (k foAt)

X(jk) = A
Uk) = A = A T

SIT centrée d’amplitude A, de période T et de largeur 2At

, At [sin (km foAt)\? At .,
X =A— |———————— ) =A— A
(7k) T ( ko oA 7 sinc (k foAt)

SIE d’amplitude A, de période T et de constante de temps 7

7 1—exp (—(£ + j2rk foT)) AT 1

X(jk) = AL ~Al - Gir<T
(k) = A7 1+ j2rkfor) Titj2krfor 7S
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10.3. Echantillonnage des signaux

Quelques propriétés des séries de Fourier

1

to+T +oo
puissance : P = T / pA(t)dt = Z |X(j/<5)|2 = Py + Py
to — 00

1 o0
k=1
décalage:  y(t)=z(t+ty) < Y (jk) =exp(+j2rkfots) X(jk)
modulation :  z(t) = exp (£j2nf,t) - m(t) < X(k)=M (G (kfoF fp))
rotation Oy :  y(t) =z(—t) < Y(jk) = X" (jk)

Signaux non périodiques (transformation de Fourier)

+o0 +oo

ot)= [ XGReplraf0d s XN = [ a®es(-j2ere) i

convolution : z(t)@h(t) < HGf) - XGSf), ht)-zit) < HGf)@X(Gf)

“+oo +0o0
énergie : W = / 2 (t) dt = / X df [VZsec]| ou [V?/Hz]

o0

“+o0o +oo
valeurs a lorigine :  z(t =0) = X4 f)df, X(f=0)= / x(t)dt

—00

Impulsion rectangulaire d’amplitude A et de largeur At

2(t) = Arect (é) o X(jf) = AAL Sinﬂ(}r# — AAtsine (FAD)
Filtre passe-basidéal : H(jf) =1 si ~Af < f < +Af
H(jf) = rect (%) & h(t) =2Af % — 27 fsinc (2Af 1)
10.3. Echantillonnage des signaux
Signaux échantillonnés
z.(t) =z(t) - 0r.(t) & X(f)=X{Gf)@D(f)= %@ i X (G(f —mfe))
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recouvrement spectral : app = M fe — | < %, m > 1

théoréme de Shannon : fe > 2 fnaz, pratiquement : f. ~ (3---5) frae

filtre anti-recouvrement (le plus souvent de type Butterworth d’ordre m = 8) :

1
2m
il
1+ ()

Bruit de quantification d’un convertisseur n bits

H(f) =

ACAN Umaw Q Xeff
= = , e = —, SNR = —
Q omn on—1 Q rf \/ﬁ Qeff

non linéarité = perte du bit LSB (de moindre poids)
SNR 4z [AB] ~ 6 npies — 6 (y compris la perte du bit LSB)
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10.4. Analyse spectrale numérique

10.4. Analyse spectrale numeérique

N

oy = 00X owre

Ackv_ uzl |v dxe [u]x ch = 9%

L-N

ddl

z ou_z
Ac|v_zm.r dxa [3[]% F.NzlruEx

N\2S!

1-N 1-N
4 - 4
! adl !
0 0

DIN9 [u]x

anbliswnu aulrewoq

N °IN L
®|H|H|H.._.<
! 3 L
L-N X 1Y
- | . 10
oo Tow=yl Tl
W
L-N u |-u
B | [ | 10
{
9
} N,
—= —=°% =W
| 1
N
. E— [—————
[u]x \v (1)x

o)

uonesNaJosIp 18 aoeualU|

o

p (1 ugl-)dxe Ex%u (1Nx

@ +

4

0 -

p (1 rgl+)dxe va% = (1)x

o+

w—A

lGDX| ¥

Y\

(1)x

anbibojeue sulewo(q

F1c. 10.1.: Analyse spectrale numérique
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10.5. Signaux et systemes numeériques

Transformation en z (systémes causaux)
+oo

N-1
k=0
I =0=Y () syl o) = (- DY G
[2[n] n>0] X(2) [ =zt t>0 | X(s) |
3[n] 1 o(t) 1
€[n] po— e(t) 5
n (Z_Z1)2 t SL2
a” zja eXp(—Clt) s—&l-a
cos(n) | Freaiin cos(wiot) e
Sin(n QO) z2—25icn(§g2§ 2+1 Sin(wot) sQiOw?)
o™ cos(n ) | igtemntiar || exp(—at) cos(wit) | trs
o sin(n Q) | 7 SCTS%OOZHQQ exp(—at) sin(wot) (SJFJ;—SJW%

Produit de convolution (systémes causaux RIF de longueur N)

y[n]:ix[k]h[n—k]: _h[k;]x[n—k;] 0<n<oo
H(z) = f(((z)) = hl0] +A[1] 27+ R[2] 272 +

Equations aux différences (systémes causaux RIl d’ordre N)

yln] +aryln — 1)+ agyln — 2| +--- =bgx[n] + byxn — 1] + byx[n — 2] + - -
H(2) Y(2) bo+bizt4byz24+- boN +b 2N 4 by 2N
2) = = =
X(z) l1+azl4agz24--- N tap 2Nt fag N2 -
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10.5. Signaux et systémes numériques
Schéma fonctionnel (ordre 2)

(partie non récursive)

x[n] X[n-1] x[n-2]
z1 el

\

y[n]
> -

-az - a1

A

z1 z1

yin-2] Vin-1]

(partie récursive)

Stabilité et instants caractéristiques (ordre 2)

polesde H(z2) = D(z)=2"4+a1z+a;=0
d’ott p1o =a = jb= Rexp(Lj)
b
avec R =+Va?+ b?, ()= atan (—)
a
stabilite = || =R <1

1 5}
K. = K, ~5K,=
In(R)] : In(R)]
2w Ktr 5 Q
K,=— Nosc = = —
PQ K, 2m |In(R)|

Fonctions de transfert et réponses fréquentielles (ordre 2)

bo + by oAl + bs 124 o bo et + b ettt + bs
14 ay e + ay e=729 eti% + a1 €72 + ag

H(jQ) = H(2)|.—crio =

bo + by + by

=0 Q=0 z2=4+1 = H(f=0)=
f : (F=0= 10 ra
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Je ™ . fe —bo + j by + by
== & Q== & z= H —

I=1 y A=t = B =) -G,
fe fe bo — by + by
=< 0= -1 H Je b ')

f 5 & T Sz = f 5 —
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